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lieber symbolische Darstellung algebraischer 

Formen. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 



§• 1. 

i\lethode zur symbolischen Darstellung algebraischer Formen. 

Im 55^''" Baude dieses Journals ist Herr Aronhold in Bezug auf die 
Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung mit drei Veränder- 
lichen von einer sehr merkwürdigen symbolischen Ausdrucksweise derselben 
ausgegangen, welche ganz besonders geeignet scheint die wahren Eigenschaften 
solcher Formen darzulegen. Ich habe mi 58 '" Bande dieses Journals p. 117 
kurz einen allgemeinen Beweis dafür angedeutet^ dass die angegebene sym- 
bolische Gestalt nicht nur diesen speciellen Formen, sondern allen Invarianten, 
Covarianten, Zwischenformen und zugehörigen Formen zukomme, wie gross 
auch der Grad und die Anzahl der Veränderlichen in der ursprünglichen 
Function sein mag. Es ist sogar vielleicht zweckmässig, überhaupt diese 
symbolische Darstellung als Definition solcher Formen zu Grunde zu legen, 
da alle bisher bekannten Eigenschaften derselben aus dieser Form fast ohne 
Weiteres hervorgehen^ während zugleich neue Eigenschaften und Anwendungen 
zahlreich daraus entspringen. Solche Anwendungen enthält bereits die Ab- 
handlung des Herrn Aronhold in Menge ; es ist der Zweck der gegenwärtigen 
Abhandlung^ namentlich auf den Nutzen aufmerksam zu machen, welchen man 
für die Theorie der Elimination aus dieser Darstellung ziehen kann. 

Die erwähnte Darstellung besteht in Folgendem. Sei J eine beliebige 
^anze simultane Invariante von homogenen Functionen <p^ % . , .^ deren Ord- 
nungen beliebig sein können, wenn nur die Anzahl der Veränderlichen überall 
dieselbe ist: d. h. es soll / eine derartige ganze und rationale Function der 
Coefficienten aller dieser Functionen sein, dass« wenn man in (f, V^ • • - ^^^^^ 
der Veränderlichen lineare Functionen derselben einführt, und in J dann die 
früheren Coefficienten durch die neuen ersetzt, dieses in dieselbe Function der 
neuen Coefficienten übergeht, welche es ursprünglich in Bezug auf die alten 
Coefficienten war. nur multiplicirt mit einer Potenz der aus den Coefficienten 
jener linearen Substitutionen gebildeten Determinante. 

Ersetzt man nun in passender Weise die in J vorkommenden Coef- 
ficienten durch symbolische Producta, indem man, durch m, n^ . . . die Ord- 
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2 Clebsch,^ über symbolische Darstellung algebraischer Formen. 

nungen von 9>^ V^^ . . . bezeichnet, die in Bezug auf die VerAnderlichen 
a?!, ^2, ... Xr identischen symbolischen Gleichungen einführt: 

(p = {aiXi + a2X2-] \'arXry = (biXi + b2X2-\ höra^r)*" = '••-) 

'> 

so kann man immer / als ein Aggregat von Determinantenproducten darstellen, 
in denen die verschiedenen Reihen der einzelnen Determinanten Reihen der 
symbolischen Coefficienten, z. B. 

sind, und wo ausser den in diesen Determinanten enthaltenen symbolischen 
Coefficienten nur noch numerische Constanten auftreten, in welche die einzelnen 
Producte multiplicirt sind. 

Wenn man diese Darstellungsweise für Invarianten bewiesen hat, so 
ist sie fOr zugehörige Formen selbstverständlich. Denn wenn etwa 

«1, Uj, ... «r 

die Verfinderlichen der zugehörigen Form sind, so kann man dieselbe immer 
als Invariante betrachten, für welche zu den anderen Functionen q>y % . . . , aus 
denen sie gebildet ist, auch noch die Function 

UiXi+U2X2-] [-UrXr 

hinzutritt. Man hat also dem Obigen nur hinzuzufügen, dass, wenn J eine zu- 
gehörige Form wird, auch die Reihe 

«M ti2, . . . «r 
in einigen der symbolischen Determinanten vorkommen kann. 

Aber die Darstellung gilt mit geringer Modification auch für Covarianten 
und Zwischenformen; und zwar darf man wieder nur von den ersteren sprechen, 
indem die Zwischenformen zu diesen genau in demselben Verhältniss stehen 
wie die zugehörigen Formen zu den Invarianten. Bei Covarianten tritt nun 
zu der Darstellungsweise, welche für Invarianten gegeben wurde, noch dies 
hinzu, dass die verschiedenen Determinantenproducte mit einigen der sym- 
bolischen linearen Ausdrücke 

etc. 
oder mit Potenzen derselben multiplicirt erscheinen. 

Aber durch eine kurze Ueberlegung zeigt es sich, dass auch dies selbst- 
verständlich ist, sobald der Satz über die Invarianten bewiesen worden. Denn 
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seilt man, durch die | irgend welche r' Grössen bezeichnet, 

und 

dA SA BA 

so hat nian die Gleichungen: 

V =§'lXi +^2X2 -\ hl>r =0, 

rr =^rx, +srx2 +-+e'x^ =0, 



r/ ^ = §1 a?i+52 iP2 + ^** + 5r a?,. = 0. 
Eine jede gegebene Covarianle muss nun bis auf einen von der Transfor- 
mationsdeterminante abhängigen Factor unverändert bleiben, wenn man statt 
der X lineare Functionen X derselben, und statt der Coefficienten von (p^xp^ ... 
die nach Einführung der X auftretenden entsprechenden Coefficienten substituirt. 
Aber zugleich mit den Substitutionen für die x kann man auch an Stelle der 
^ solche lineare Ausdrücke derselben Z einführen, dass auch 

V = Z[X, +Z,X, +...+SlXr, 

r,(') -. T^'^^Y I r<^> Y j_ _L r<'> Y 



nnd wenn man dann 

-r(r-l) 



V = :s±s,z; 



setzt, so ist wieder 






durch C die Transformationsdeterminante bezeichnet. Die S müssen also in 
dem neuen Ausdruck der Covariante ganz ebenso vorkommen, wie ursprüng- 
lich die §, weil die X darin eben so vorkommen sollten wie ursprünglich die 
x; ausserdem aber erscheint dann bei der transformirten Form der Covariante 
der Factor -^ eben so oft, als der Grad der Covariante in Bezug auf die x 
Einheiten hat. Da nun nach der Definition der Covarianten die ursprüngliche 
und die transformirte sich nur durch eine Potenz der Transformationsdeterminante 
unterscheiden sollen, so trifft eben dies noch in Bezug auf die beiden Formen 
zu, in denen einerseits die S, andrerseits die Z eingeführt sind, nur dass die 
Potenz der Transformationsdeterminante eine andere geworden ist. 

1* 
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Genau betrachtet ist also die neue Form der Covariante entstanden, 
indem man die Covariante als simultane Invariante der Functionen (p, % - - - 
Tj'y rp\ . . . ri^'-^^ angesehen, und statt der ursprünglichen Coefficienten dieser 
Functionen die neuen, durch die linearen Substitutionen hervorgerufenen ge- 
setzt hat. Man kann also eine Covariante jederzeit durch eine Invariante er- 
setzen y indem nian den erzeugenden Functionen r-1 neue lineare Functionen 

n 



Wenn man nun dieser Invariante die oben angefahrte Darstellung giebt, 
so müssen in derselben Determinanten wie 

vorkommen, welche mit anderen, von den '§ unabhängigen Determinanten multi- 
piicirt sind. Da nun die obige Determinante nichts anderes ist als 

so zeigt sich, dass wirklich bei den Covarianten nur Factoren dieser letzten 
Art zu den symbolischen Determinanten hinzutreten können. 

Es kommt also nur darauf an, den Satz in aller Strenge für Invarianten 
zu beweisen. Und dies geschieht am leichtesten, wie ich es im Folgenden 
auseinandersetzen werde, indem man zugleich die geforderte symbolische Dar- 
stellung wirklich leistet. Ich werde mich dabei der Hauptsache nach an den 
Gang anschliessen, den ich für den Beweis in der erwähnten Abhandlung an- 
gedeutet habe. 

§. 2. 

Zuruckfuhrung auf die Belrarhtting linearer Functionen. 

Bezeichnen wir durch die Buchstaben cp, \py . . . , an welche man sich 
beliebige untere Indices angebracht denke, zugleich die Coefficienten der homo- 
genen Functionen, die oben durch y, xp^ ... bezeichnet wurden; und sei 
J(y^i/',. . .} eine gegebene ganze simultane Invariante dieser Functionen und eine 
homogene Function sowohl der Coefficienten r/: als der Coefficienten \p u. s. vv. 
Denn sollte / aus mehreren Theilen bestehen, für welche zusammen diese 
Homogeneität in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen nicht erfüllt 
wäre, so müsste jeder einzelne Theil, für welchen sie stattfände, für sich 
eine Invariante sein, und man würde dann jeden dieser Thcile abgesondert 
betrachten. 
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In Folge der linearen Substitutionen 

(1.) \x^ = c,r+c2'x"+••.+c^^x^^ 



mögen nun (p, t/'^ • • • übergehen in *, V', ... Ist dann noch 

C = 2:±c[c^...ci'\ 
so wird J als Invariante definirt durch die Gleichung: 

(2.) j(*,v',...) = c^J(y,vv..x 

wo p eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnen kann. 

Variiren wir in der vorstehenden Gleichung jetzt die Coefficienten (p, 
wodurch also auch die * Veränderungen erleiden, während die c conslant 
bleiben sollen^ so erhalten wir eine Gleichung von der Form 

Betrachten wir jetzt die cT* und ^(p als Coefficienten einer neuen Function, 
welche von demselben Grade wie (p ist, so stellt die Summe 

offenbar der obigen Gleichung wegen wiederum eine simultane Invariante von 
(p, y^, ... und dieser neuen Function dar. Und umgekehrt geht diese neue 
Invariante in die frühere über, mulliplicirt mit einer reinen Zahl, sobald man 
die neue Function wieder in (p selbst übergehen lässl. 

Variirt man die neue Invariante wieder in Bezug auf die noch darin 
enthaltenen Coefficienten von (/), und setzt an Stelle der Variationen die Coef- 
ficienten einer neuen Function, welche abermals von demselben Grade wie cp 
ist, so erhält man eine neue simultane Invariante., welche ausser (p noch zwei 
neue Functionen derselben Ordnung enthält, deren Coefficienten in der In- 
variante nur auf lineare Weise vorkommen. 

So kann man offenbar fortfahren, bis sämmtliche Coefficienten von (p 
ans der Invariante verschwunden sind. Man hat dann eine neue Invariante 
vor sich, welche die Coefficienten von eben so viel neuen Functionen von 
gleicher Ordnung mit cp enthält, als der Grad der ursprünglichen Invariante 
in Bezug auf die cp betrug; und von welcher man in jedem Augenblicke zu 
Jy multipliciri mit einem numerischen Factor, zurückkehren kann, indem man 
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diese neue Function in (p übergehen lässt^ d. h. indem man statt ihrer Coef- 
ficienten die Coefficienten von cp schreibt. 

Durch Ähnliche Operationen gelingt es die Coefficienten von yj fortzu- 
schaffen^ so wie von allen anderen Functionen^ welche bei der Bildung von 
J etwa noch benutzt sein sollten. Und so erhält man eine symbolische Dar- 
stellung von J durch eine neue Invariante, welche sich auf eine grössere 
Anzahl von Functionen bezieht, welche für jede von diesen linear ist, und 
welche, sobald man dieselben gruppenweise in (p^ xp^ . , , übergehen lässt, in 
J übergeht, multiplicirt mit einem numerischen Factor. 

An Stelle der neu eingefQhrten Functionen kann man jede beliebige, 
in Buchstabengrössen ausgedrückte Function von passendem Grade setzen, da 
man von solchen immer zu den ursprünglichen Functionen zurückzukehren im 
Stande ist So kann man, wie hier geschehen soll, ais solche neue Functionen 
immer Potenzen linearer Ausdrücke einführen, z. B. 

d(p = (aia?i + Ö2a?2H \-arXrT\ 

und die neue Invariante wird dann offenbar eine simultane Invariante dicht 
Mos dieser Potenzen sondern auch der linearen Ausdrücke selbst sein, für 
deren Coefficienten sie. respective von der m***", «**", etc. Ordnung ist. Und 
man kann immer aus der neuen Form zu der ursprünglichen Invariante zurück- 
kehren, indem man an Stelle der Producte 

Oiai^ah...^ etc., 
welche in der Entwickelung des Ausdrucks 

{aiXi+aiX2 + '" + arXrT ^^c. 
als Coefficienten auftreten, die entsprechenden Coefficienten von fp setzt. Man 
kann also jede Intariante als simultane Ineariante linearer Ausdrücke symbolisch 
darstellen. 

Wahrend hier die ursprüngliche Invariante zunfichst auf eine andere 
zurückgeführt wurde, welche eine grössere Anzahl von Functionen ent- 
hielt, aber in Bezug auf die Coefficienten einer jeden linear war, kann 
man ganz ebenso diese symbolische Form zurückführen auf eine neue, welche 
sich auf eben so viel lineare Functionen bezieht , als ihre Ordnung in Bezug 
auf sämmtliche Coefficienten Einheiten enthält, und welche für die Coefficienten 
einer jeden linear ist. Und von dieser kehrt man leicht zu der gegebenen 
Invariante, multiplicirt mit einem numerischen Factor, wieder zurück, indem 
man zunfichst diese linearen Ausdrücke gruppenweise einander gleich werden 
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Ifisst, nach der Ausrechnung aber die Producte der Coefficienten durch die 
Coefficienten der ursprOnglich gegebenen Functionen in passender Weise erselzt. 

Diese Vorbereitungen angenommen, werde ich nun seigen wie die zu* 
{etzt angegebene Form, d. h. jede simultane Invariante von linearen Functionen^ 
welche die Coefficienten einer jeden nur auf lineare Weise enthält, als Aggregat 
von Determinantenproducten dargestellt werden kann; wodurch denn zugleich 
erhellt, wie überhaupt jede Invariante eine symbolische Darstellung dieser 
Art zulfisst. 

§. 3. 
Invarianten und Covarianten linearer Functionen. 

Betrachten wir eine simultane Invariante der folgenden Q.r linearen 
Ausdrücke : 



(3-) 



[ö = «1 a?i +02 a?2 +"-+ar ^r^ 
]a = Ui Xi +02 j?2 +--- + o^ Xr9 



^a^"' = al^'xi + Ot" X2-\ \-ay'aSr, 

welche linear sein soll in Bezug auf die Coefficienten jeder dieser Functionen, 
und sei dieselbe kurz durch J(a) bezeichnet. Führt man in den linearen Aus- 
dräcken (3.) statt der Yerfinderlichen x neue Veränderliche X ein, welche 
mit den vorigen durch die linearen Substitutionsformeln (1.) des §. 2 zu- 
sammenhangen, so wird: 

+^^(iiX'+<^X"+"-\-<i"X''') 



W:\crX' + c-:X"+.:-\-e';'X'') 
= A^'X'+Ai"X''' + >..+A':'X''\ 



WO 



Aji = «1 Ci +O2 Cj +... + 0;. ^ 

gesetzt ist. Versteht man also unter J(Ä) den Ausdruck, in welchen J{a) 
übergeht, sobald statt der oj'^ darin die A^^^ eingeführt werden, so ist die 
Gleichung, welche / als Invariante definirt: 

______ /(^) = c^/(o)*). 

♦) Dieser Gleichung wegen muss, damit der Factor C^ sich wirklich ausscheiden 
kann, die Anzahl der constituirenden Functionen, wie oben angenommen ist, r.o sein, 
welches die Dimension der c in C^ angiebt 
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Auf der rechten Seite kommen hier die Grössen c nur in dem Factor 
C^' vor. Differentiirt man also diese Gleichung wiederholt nach verschiedenen v 
der c, was im Ganzen r.()mal hinter einander geschehen kann, so kann man 
folgende identische Gleichung bilden: 

d'^JijA) 



(4.) [ 



= •/(«) 



dci dc2 ...ocr .öci dc2 ...dcr ...öci 002 ...Bc, 
In derselben bedeuten 

Äx, &2, ... kr^ Äi, «29 • • • *r? • • • ^1? ^2 ^ • • • «# 

irgend welche der Zahlen 1, 2, ... r; und da in C^ die c nur bis zur r.p^'" 
Dimension ansteigen, so unterscheidet sich die rechte Seite dieser Gleichung 
von J{a) nur durch einen numerischen Factor. 

Ich multiplicire jetzt die obige Gleichung mit dem Product der Deter- 
minanten : 

-2±cJ*cJ\..c!:^ 
x-2±cJ^c*^..c^ 

x^±cvc^' ...c^. 

Diese sind sämmtlich so zu bilden, dass die oberen Indices als fest angesehen 
werden, die unteren aber in bekannter Weise zu permutiren sind. Dieses 
Product ist immer Null, sobald irgend in einer der Reihen 

1^1 , Kl ^ ... Kr 

zwei gleiche Indices vorkommen, und hat also nur einen Werth, wenn sämmt- 
liehe Reihen dieser Art die Zahlen 1, 2, ... r in beliebiger Reihenfolge dar- 
stellen; dann aber ist jede Determinante gleich +C oder gleich — C, jenachdem 
die entsprechende Reihe 

l>X , «2 9 ... «r 

eine positive oder negative Transformation der Reihe 

1, 2, 

ist. Bezeichnet man durch 

'^l > "2 > • • • "r 

die Null oder die positive oder negative Einheit, jenachdem einige der k ein- 
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ander gleich, oder, wenn alle ungleich sind, die Reihe 
'" ÄJ, &2, . . . ÄJ. 

durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Permutationen aus der Reihe 

1, 2, ... r 
hervorgeht, so ist 

^±c;ic;^..c;' =*, . ..c, 

'• 1 » *» 2 » • • • V 

und also obiges Delerminantenproduct gleich 

^k' k' k' • ^k" t' k" ' ' ' h^ k^ k^ ' ^ ' 

Hat man nun die Gleichung (4.) mit diesem Ausdruck multiplicirt, und summirt 
alle Gleichungen, welche man auf diese Weise erhält, indem man jeder der 
Zahlen *i, *i, ... kl jeden der Werthe 1, 2, ... r in allen nur möglichen 
Combinationen beilegt, so erhält man die Gleichung: 

, ö''VOl) 



2\dCi ÖC2 ...ÖCr .OCi dC2 ...OCr ...9ci dC2 ,..dCr 

" h" k" k^ h^ k^^ 

x-2•±c:^c;^..c;^-s:±c:^4^..c^...-2•±c^c2^..c/ 






S^QC^ 



i h' k' k' k" h" h" k^ k^ k^ 

'= c^/(a).-2'(ac/öc2'...ec/.öc/ac2'...öc/...öci'ac2'...ac/ , 



^ ^k' h' Ir' ' ^k" k" k" ' " ^k" k^ k^ 

wo die Summenzeichen sich auf sämmtliche den k zu ertheilende Werthe 
erstrecken. 

Ich betrachte zuerst den linken Theil dieser Gleichung genauer, indem 
ich die nach den c, welche in J(A) explicite nicht vorkommen, auszuführenden 
Differentiationen auf Differentiationen nach den A zurückführe. Aus der Defi- 
nition der A folgt, dass 



dA\'^ 



während diejenigen A^ deren unterer Index von k verschieden ist, c^^^ gar 
nicht enthalten. Bezieht sich also das zweite Summenzeichen darauf, dass 
sämmtlichen Indices i der Reihe nach die Werthe 1, 2, . . . rp sollen beige- 
legt werden können, so geht die linke Seite der Gleichung (5.) in folgende 
Form über: 

Joonial füi Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 2 
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ii 



^dA dA ,...dA,.()A ,,dA ,,...dA ,,...dAndA g...dA „ 



(6.) 22I Xa^a,*^...a^.-2:±c^<^*^..c^ 



Der in der Doppelsvmme enthaltene DifFerentialquotient ändert sich offenbar 
nicht, wenn man in den beiden Reihen 

f|, «2? • • • ^ry *19 h^ • • • •r^ • • • M 9 r? ? • • • ty 
/»l, ir2^ • • • »r^ '»19 '•a 9 • • • "r^ ... A|, ll^? • • • '»r 

gleichzeitig entsprechende Vertauschungen vornimmt, so dass nur niemals 
zwei unter einander stehende Indices getrennt werden. Eine solche Ver- 
tauschung kann auf den Werlh der Doppelsumme überhaupt keinen Einfluss 
haben, da sie nur die Bezeicbnungsweise verändert. Die durch eine solche 
Vertauschung entstehenden neuen Formen der Doppelsumme müssen also immer 
das nämliche Resultat ergeben. Man bemerkt jedoch , dass z. B. eine Ver- 
tauschung entsprechender Indices aus den Reihen 

.r •/ 

«I, $2, ... Ir 

&i , &2 , ... kr 

genau denselben Erfolg hat, als wenn in dem Product 

a/ «2 . . • »r • -2^± Cl C2 . . . c/ 
einige der unteren Indices l,2,..r ihre Stellen wechseln. Durch solche Ver- 
tauschungen kann man aber aus diesem Product im Ganzen r!=1.2...r Pro- 
ducte ableiten; und da der Factor 

*' fc' k' 

bei jeder einzelnen Vertauschung nur sein Zeichen wechselt, so sind die ent- 
stehenden Producte offenbar keine anderen als die Glieder des Products 

Indem man also alle diese Vertauschungen vornimmt, und die entstehenden 
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Formen der Doppelsumme (6.) addirt, erhält man als r! fachen Werth dersel- 
ben eine ganz ähnliche Doppelsumme, welche sich von der obigen nur da- 
durch unterscheidet, dass an Stelle des Products 

ai^a2 ...a/ , 2± c^ ' Cj . . . c/ 
das Producl 

2± o/^ (4' . . . al'' . 2± cf ^ c^\.. c/ 
getreten ist. 

Nimmt man jetzt die ähnlichen Yertauschungen bei der zweiten Gruppe 
der Indices 

fl, #2, ... %r 

'»1 ^ f»? ? ... Kr 

und bei allen folgenden Gruppen vor, so erhält man für die Doppelsumme (6.) 
demnach folgenden Ausdruck: 



:9 i^ 



(r\y 



'l h •r *1 *2 V 'l *2 V 

.dA,dA, ...dA , ,dA ,,dA ,,...dA ,,..,dA ^dA ^.,,dA ^ 

\ 1 2 *r 1 2 r 1 2 r 



Aber nach einem bekannten Determinantensatz kann man ein Product wie 

zu einer einzigen Determinante vereinigen, deren Elemente offenbar keine 
anderen als die Grössen A sind, so dass obiges Product übergeht in 

Und hierdurch nimmt endlich obige Doppelsumme folgende Gestalt an: 



1 „_ a^ ,dA ,...dA , .BA „BA „...dA „ 






. dA Q dA ^ . . . oA ^ 

*1 *2 *r 



:^ J i^\ 



*! »2 *r *1 *2 *r *1 *2 *r 
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Ich gehe jetzt zum rechten Theile der Gleichung (5.) über. Hier ist 
zunächst 

C'.J(a) = J(A). 

Was aber den Differentialquotienten von C^ betrifft, so enthält derselbe jeden- 
falls das Glied 

*x' k' k' ' ^k" k" k' • • • V *^ k^ ' ^^'^ 

und man erhält den Differentialquotienten selbst, indem man diejenigen Indices 
in diesem Gliede auf alle Weise verlauscht, welche zu Grössen c mit gleichen 
unteren Indices gehören, und die Summe aller entstehenden Ausdrücke nimmt. 
Ich bezeichne diese der Kürze wegen durch 

^^'^k' k' k^' 
In der Gleichung (5.) erscheint dieser Differentialquotient multiplicirt mit 

^k' /•' k' ' ^k" / " a" • • • V /- k^ ' 

Aber da derselbe ungeänderl bleibt, wenn man die verschiedenen k mit ein- 
ander vertauscht, deren c denselben unteren Index haben, so ist in der Summe 
der rechten Seite von (5.) dieser Differential quotient nicht nur mit dem oben 
bezeichneten Factor multiplicirt, sondern auch noch mit allen, welche durch 
Vertauschung solcher Indices k aus demselben hervorgehen. Und da eben 
diese Summe oben durch a. , o bezeichnet wurde, so ist in (5.) das 

** 1 » «"2 » • • • "r 

Aggregat aller derjenigen Terme, welche diesen Differentialquotienten enthalten, 
und mithin die ganze rechte Seite von (5.) gleich 

«"••'(■^)-^(''..,.;,....0\ 

WO die Summe auf alle möglichen Combinationen auszudehnen ist, welche an 
Stelle der Reihe *i, Äi, ... kl treten können. 

Die angegebene Darstellung des Coefficienten von J{A) ist insofern 
von Wichtigkeit, als sie zeigt, dass derselbe niemals verschwinden kann. Denn 
man sieht leicht, dass mindestens eines der Quadrate, in deren Summe sich dieser 
Coef&cient auflöst, von Null verschieden ist. Setzt man z. B. alle k gleich 
ihrem unteren Index, so findet man das zugehörige a leicht aus der oben 
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entwickelten Gleichung 



ÖCi 9C2 ...ÖC;. .dci dC2 .*.dcr 

deren rechte Seite für diesen Fall in 

1 Ö'^C^ 



ei (öc;/(öc;7...(öc;)^ 

übergeht. Der Differentialquotient ist hier leicht zu berechnen, da er nur von 
dem in C^ enthaltenen Gliede 

(c;c;'...c;)^ 

herrühren kann; und man erhält sonach für das fragliche a: 

Es ist also mindestens dies a von Null verschieden, und der oben gegebene 
Coefßcient von J{A) kann sonach niemals verschwinden. 

Und indem wir jetzt die umgeformten Ausdrücke beider Theile in die 
Gleichung (5.) einführen, erhalten wir: 






(7.) ; 

]dA ,dÄ ,,..dA , .dA ,,^A ,,^..dÄ , ,,,dA gdÄ g.-^dA „ 

t, t« t„ Ij 12 I- «I »2 vi 

x2±aU'..a:.2±aUI..a:...:s±aU'^,...a;,^ 

Diese Gleichung enthält die Darstellungsweise, von welcher anfänglich die Rede 
war. Denn der Differentialquotieut auf der rechten Seite ist eine reine Zahl, 
oder wenigstens von den Ay welche als Argumente der Invariante betrachtet 
werden, unabhängig. Die Invariante wird also wirklich gleich einem Aggregat 
von Determinantenproducten, wie es verlangt wurde. Ich fasse diese Dar- 
stellung zusammen in folgendem 

Theorem I. 
Ist J eine simultane Invariante con r.g linearen Functionen mit r 
Veränderlichen, in welcher die Coefficienten jeder Function nur auf lineare 
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Weise vorkommen^ so differenliire man dieselbe r,Qmal nach irgend ioel^ 
chen r.Q der r'.p in diesen Functionen enthaltenen Coefßcienten ^ deren 
untere Indices (jmal die Reihe 1, 2...r^ und deren obere Indices die 
Reihe 1, 2 ... r.p in beliebiger Folge bilden. Sodann sondere man die- 
selben r.Q Coefßcienten in p Gruppen^ in deren jeder die unteren Indices 
1, 2 ... r enthalten sind^ und setze statt jeder Gruppe die Determinante^ 
deren Glieder durch Vertauschung der unteren Indices aus der Gruppe her- 
vorgehen. Multiplicirt man dann diese Determinanten mit jenem Dif- 
ferentialquotient en^ und bildet alle nur möglicfien Producte dieser Art^ so 
unterscheidet ihre Summe sich non J nur durch eineti numerischen Factor. 

Da die numerischen Werthe der gedachten Differentialquolienten vollkommen 
heliehig sein können, sobald von J nichts als die Ordnung festgesetzt ist, so 
kann man den Satz hinzufügen: 

Theorem II. 
Die allgemeinste simnliane Invariante der r . p'^** Ordnung f>on r . p 
linearen Functionen , welche in Bezug auf die Coefßcienten einer jeden 
linear ist ^ erhält man^ indem man die Determinanten Bildet , welche sich 
aus den Coefßcienten der Functionen zusammensetzen lassen^ immer p von 
denselben multiplicirt , so aber^ dass in einem solchen Froduct jede Coef- 
ßcientenreihe einmal vorkommt^ und indem man dann diese Producte addirt, 
mit beliebigen numerischen Factoren versehen. 

Den früheren Betrachtungen zufolge ist hierdurch auch die symbolische 
Form aller simultanen Invarianten beliebiger Functionen gegeben, und man 
kann demnach deren eben so viel von einer bestimmten Ordnung bilden, als 
willkürliche Coefficienten in den Formen des zweiten Theorems auftreten. 
Aber es ist dabei zu bemerken, dass von diesen sehr zahlreichen Invarianten, 
indem man zunächst einige Gruppen der linearen Functionen zusammenfallen 
lässl, und indem man sodann diese wieder durch symbolische Substitutionen 
auf die Coefßcienten von Functionen gegebener Ordnungen zurückführt, eine 
grosse Zahl, oft sogar alle, verschwinden, während andere durch Bedingungs- 
gleichungen mit einander verbunden sind, welche schon in Bezug auf die ur- 
sprüngliche symbolische Form dadurch eintreten, dass gewisse identische Glei- 
chungen zwischen den constituirenden Determinanten bestehen. Es scheint 
daher sehr schwierig a priori die Zahl der möglichett von einander unabhängigen 
Invarianten gegebener Functionen und von gegebener Ordnung zu bestimmen. 
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Bei der symbolischen Darstellung von Cova^ianlen treten nach dem 
Obigen zu den Determinantenproducten noch lineare Factoren ; und man kann 
daher in Bezug auf diese folgendes Theorem aufstellen: 

Theorem III. 
Die allgemeinste ganze Coeariante linearer Functionen ist eine Summe 
eon Inf^arianten^ jede multiplicirt mit Potenzen der Functionen selbst: 
woraus man denn wieder im Stande ist, auch die allgemeinsten simultanen 
Covarianten nicht linearer Functionen zu bilden. 

§ 4. 

Beweis eines allgemeinen Theorems über simultane Invarianten. 

Um eine allgemeine Anwendung dieser symbolischen Formen zu geben, 
will ich einen sehr allgemeinen, auf Invarianten (und zugehörige Formen) be- 
züglichen Salz nachweisen, welcher für specielle Werlhe von r und für In- 
varianten einer Function bekannt ist. 

Sei also J zunächst eine simultane Invariante der r,^ oben angegebenen 
linearen Functionen , wie sie in §. 3 betrachtet ist. Stellt man dieselbe als 
Aggregat von Determinantenproducten dar, und setzt dann in einem Factor 
jedes Products statt der a mit unterem Index h die a mit unterem Index ft, 
wo h von k verschieden ist, so verschwindet J identisch. Hieraus und aus 
der Bemerkung, dass J für die Coefficienten jeder Function linear ist, für die 
a mit einem bestimmten unteren Index aber homogen und von der p*^" Ordnung, 
ergiebt sich leicht die Richtigkeit der folgenden beiden Gleichungen: 



da. 



h 

die Summe von f = l bis zu f = r.p ausgedehnt. Diese Gleichungen bleiben 
aber auch noch bestehen, wenn von den linearen Functionen einige einander 
gleich werden, und in die Summen sind dann nur soviel Glieder einzuführen, 
als verschiedene Gruppen unter den linearen Functionen vorkommen. Ich 
nehme an, dass der Reihe nach m, n^ p etc. Functionen einander gleich 
werden, wo dann m+n+p:., =r.p, und bezeichne die Coefficienten derselben 
respeclive durch a, b, c, . . . . Die vorhergehenden Gleichungen werden also 
dann zu folgenden: 
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dJ ^ dJ , , dJ , . 



dJ 

da. 



db. 



de. 



»*+-^**+-lr''*+- = ^• 



ein, indem man 



Führl man nun statt der Producte 

(«.)"' W"'..., (6/- (6/'..., etc. 
Coefficienten von Functionen i»'", «"" etc. Ordnung q>, yj, 
die symbolischen Gleichungen 

(o,)"'(a2)"'-.. = ««.«...., 

aiinimniU so wird J eine simultane Invariante von (p^ yj^ . 
in Bezug auf die Coefficienten einer jeden dieser Functionen. Man sieht dann 
aber, indem man beide Ausdrucksweisen von J^ die wirkliche und die sym- 
bolische, mit einander vergleicht, ohne Weiteres die Gleichungen ein: 

, , dJ Ö-J 



und zwar linear 



A!/?.!... 



dJ 



(daS-idaS 
d'J 



db. 



%ß,- (56,/' (56./'... ' 



Da J eine homogene Function m*" Ordnung der a ist, so hat man bekanntlich : 



j ^ j5 (g.)"'(«t)° ••• 



dJ 



oder nach dem Vorigen: 



«•'*»'••• (ao,)"'(öa,)"«... 



dJ 



wo die Summe sich auf alle Combinationen der Zahlen Oj, Oj, . . . erstreckt, 
welche aus der Reihe 0, 1, 2, ... m mit Wiederholungen gebildet werden 
können. Daher ist auch 

-5 — = ^ • («l) ' («}) * • • • ä 1 

und wenn man wieder die symbolischen Substitutionen berücksichtigt: 

dJ ^ dJ 



<»h 



da. 



= -s-«*.« 



da„ 
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hingegen, wenn k von h verschieden ist: 

dJ ^ dJ 

Setzt man diese Werthe, so wie die entsprechenden, für die Functionen xp etc. 
zu bildenden Ausdrücke in die Anfangs gegebenen Gleichungen ein, so wer- 
den diese: 

•*i"/ • • • 



dJ 






1 — i...«i+i... Sa 



Diese Gleichungen bestehen, wie man leicht übersieht, auch dann noch fort, 
wenn einige der Functionen (p, % . . . einander gleich werden, d. h. wenn die 
Invariante aufhört, in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen linear 
zu sein. Aber dann sind nur soviel Summen hinzuschreiben, als von einander 
verschiedene Functionen vorhanden sind. 

Die in diesen Gleichungen ausgesprochenen Resultate fasse ich zu- 
sammen in das folgende 

Theorem IV. 
Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen y, V^, ... so, dctss 
wir diese Functionen aus den Ausdrücken 

{a,x^+(hX2^ \-arXrT^ 

{KXi+b2X2-\ VKXr^^ 



durch die symbolischen Substitutionen 

«1 Ö2 ... = a«^„ ... 

entstehen lassen; wo also a^^^ in der Function iff mit Xi'x^ ,,, und in 

Journal für MAthcroatik Bd. LIX. Heft 1. 3 
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einen aus der polynomischen Entwicklung entspringenden numerisckeu 
Factor multiplidrt ist. Differentiiren wir dann eine simultane Invariante 
dieser Functionen der Reihe nach in Bezug auf alle Coeffidenten der- 
selben, und multiplidren jeden Differentialquotienten mit .dem h'^ Index 
desjenigen Coeffidenten, nach welchem differentiirt wurde. Multiplidrt 
man endlich diese Differentialquotienten wieder mit den Coeffidenten selbst, 
und addirt sämmtliche Producte, so entsteht wieder die Invariante, multi- 
plidrt, wenn m, n, p, ... die Ordnungen der Functionen, u, v, n, ... die 
Ordnungen der Invariante in Bezug auf ihre Coeffidenten bedeuten, mit 

ntfi-r-nv -^pn... 

r ' 

was immer dne ganze Zahl ist. Multiplidrt man aber jeden Differentialr- 
quotienten nicht mit dem Coeffidenten, nach welchem er genommen- ist, 
sondern mit dnem anderen derselben Function, in welchem jedesmal der 
h'^ Index um 1 erniedrigt, ein bestimmter anderer aber um 1 erhöht ist, 
so ist die Summe aller dieser Producte immer identisch Null. 

§. 5. 
Symbolische Darstellung der Eliminalionsresultanle zweier Gleichungen desselben Grades. 

Da jede Eliminationsresultante zugleich eine simultane Invariante aller 
derjenigen Functionen ist, deren gleichzeitiges Verschwinden auf jene Resul- 
tirende fahrt, so muss auch die linke Seite jeder Gleichung, welche aus der 
Elimination entspringt, als Aggregat symbolischer Determinantenproducte dar- 
stellbar sein, und es ist dies eine fundamentale Eigenschaft solcher Gleichungen. 
Man könnte selbst, da die Form der Eliminationsresultante hiernach bis auf 
gewisse numerische Coefficienten bekannt ist, das ganze Verfahren jeder Elimi- 
nation auf die Bestimmung dieser numerischen Werthe reduciren. 

Man kann indess auch far die directe Elimination von dem Gebrauch 
der symbolischen Formen einen nicht unerheblichen Nutzen ziehen. Im Fol- 
genden wird immer vorausgesetzt werden, dass eine Eliminationsresultante 
bereits in der oben entwickelten symbolischen Form vorliegt; und da der 
Weg, welcher in den vorhergehenden Paragraphen zu diesem Ende angegeben 
ist, doch in Wirklichkeit nicht ohne Weitläufigkeit durchzuführen ist, so kann 
es wünschenswerth scheinen, einen Weg zu finden, der die Eliminationsglei- 
chung unmittelbar in jener symbolischen Form ergiebt. Ich werde zeigen, wie 
man in dem Fall zweier Gleichungen von gleich hohem Grade einen solchen 



Clebsch, über symbolische Darstellung algebraischer Formen. 



19 



Weg einschlagen kann; und derselbe wird zugleich geeignet sein, über die 
Anwendung der symbolischen Formen Oberhaupt Licht zu verbreiten. 

Ich benutze hierbei die Bezout&che Eliminationsmethode in der eleganten 
Form, welche Herr Cayley derselben gegeben hat. Die beiden gegebenen 
Gleichungen setze ich in die symbolische Form: 

f(x) = = (»1 a?i + a^XiY = («1 a?i + a'iX^y = • • • , 

y(a?) = = («1 371 + «2 ^2)" = («i^i + ^i^»)* = "-^ 

so dass die Producte der lateinischen Buchstaben immer symbolische Ausdrücke 

fTir die Coefficienten der einen Gleichung sind, die griechischen Buchstaben für 

die der anderen. Nach Herrn Cayley hat man nun die Function zu bilden: 

^ [(g. X, + a, X,) (g, y, + «.y,)]" - [(«, x, + g, o?,) (ja, y, + g, y,)]^ 

Da hier: 

(g, X, + fl, xQ (tt. y, + «^ y,) - («, a;, + «, a;,) (g. y^ + a, y,) __ ^ ^ ^ ^ 

so kann man die Division wirklich ausführen, und erhäH für £1 den Ausdruck: 

I + (o, x^+a, x^y-\ai^y,+a^ H^y^^i yi+^ »0 («i ^i+«2 ^2) 
/2 = (ai «2- «2 «1) ( + (a, xi+ch iC2)"'"'(«i y 1 +«2 y2T'~\a, yi+(h »2)" C«i ^i+«2 ^72)" 



Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen der x und der y, so dass 

i2 = 22c,^xy-''-'y\yr'-\ 

wo die Summen für h und & von bis n—i zu nehmen sind, so ist dann 
die Eliminationsresultante die aus den c gebildete Determinante: 

C(K) C|() . . . C„_ijO 



= 



^)1 



-1,1 



^0,n— 1 C|,ii— 1 • • • ^11— l,n— I 

Man muss aber darauf achten, so lange man sich noch der symbolischen For- 
men bedient, in jeder Reihe dieser Determinante andere symbolische Buch- 
staben einzuführen, damit bei der Ausrechnung keine Verwirrung eintrefe. 

3» 
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• 
Man kann also etwa in der ersten Horizontalreibe die Buchstaben a, a^ c 

anwenden, in der zweiten dieselben mit einem oberen Index 1 versehen, in 
der dritten mit einem oberen Index 2, u. s. w. Da aber schliesslich für alle 
diese Buchstaben dieselben Substitutionen ausgeführt werden sollen, so kann 
man die Bezeichnungen auch vertauschen, ohne dass das Resultat eine Ver- 
änderung erfährt; d. h. man kann die oberen Indices 0, 1, . . . n—\ bei den 
a^ a^ c auf die Horizontalreihen der Determinante in beliebiger Weise ver- 
theilen. Mau kann endlich, statt die obige Determinante gleich Null zu setzen, 
auch die Summe aller dieser verschieden bezeichneten Determinanten ver- 
schwinden lassen, da dieselben doch schliesslich alle auf den nämlichen Aus- 
druck zurückkommen. Und betrachtet man diese Darstellungsweise genauer, 
so sieht man, dass die Eliminationsgleichung die Form eines Entwicklungs- 
coefficienten annimmt, nämlich gleich wird' dem Coefficienten von n,u.u\ . .f/"~'^ 
in der Entwicklung der aus den Grössen 

gebildeten Determinante. 

Wenn man den Ausdruck von S2 ins Auge fasst, so bemerkt man, 
dass jedenfalls sich aus der Eliminationsdeteripinante der Factor 

/ \ r ' f f t\/ If I' ff M\ f (»—1) («— A) (»—1) (*— *)\ 

(Ol«2 — «lÖ2)(öl«2 — «lÖ2)(öl «2 — «1 »2)-..(öl «2 " «1 ^ ) 

absondert; jede Reihe in jedem Glied des gedachten Entwicklungscoefiicienten 
enthält einen Factor dieses Products als gemeinsamen Theiler. Man wird 
daher lieber statt des oben eingeschlagenen Weges die Eliminationsresultante 
zunächst in der Form 

= 0. (ox «2 ~«i«o (öl «2 -«;«;)... («i""'M""'^-<""'^«^^^^^^ 

darstellen, wo der Coefficient von «i.«i'.fi". .. w^"~*^ wird in der Entwicklung 
einer Determinante, die sich von der früheren dadurch unterscheidet, dass bei 
der Bildung der c der Factor aia^ — a^a^ aus i2 ausgeschieden wird. Oder 
mit anderen Worten, setzen wir 

so wird in der aus den Grössen 

gebildeten Determinante der Coefficient von w . w' . . . «i^"'"*^ 

Die Grössen c (abgesehen von dem oberen Index) nehmen unter dieser 
Voraussetzung folgende Ausdrücke an: 
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WO die Grössen r sich dadurch bestimmen, dass 

für alle beliebigen Werthe der z. Diese Form der Grössen c erlaubt es, auf 
die Determinante, deren Enlwicklungscoefficienl ist, einen bekannten Satz 
anzuwenden, nach welchem unter gewissen Umständen eine Determinante in 
die Summe von Producten je zweier Determinanten zerfällt. Denn da 

so kann man die Determinante dieser Grössen bilden, indem man aus den 
beiden unvollständigen Systemen 

I. 

ur nr «/ f • «/ «•' «#' ••' «' *.' . •/(»-*) *«("-0 «/*-*> r(»-*> «^*"*^ r^"''^ 

fi rw» «/ r. . «/ r, • #/ r' »/' r' •/' r • «/C«-*) r^""*^ m^"**^ r^*"*^ f£^"~*^ r^**'*^ 

W.rj^O 9 W-n,l •••»•^1,1.-1 9 W -^,0 9 » -M,! --W .ri^n-l 9 . . . » -^1^0 9 ^ -^1,1 •••*• •' J,rt-1 

und 

II. 



^(•-1) y(n-l) ^(»-1) 



auf alle möglichen Arten die nämlichen n Verticalreihen zu Determinanten 
zusammensetzt, und die Summe der Producte von je zwei solchen zusammen- 
gehörigen Determinantensystemen bildet. Und man erhält sogleich den gesuch- 
ten Entwicklungscoefficienten, wenn man statt I. mit II. das System 

III. 

V , ro,i ...ro,..i ; ^o , V ...<,,! ; ... ^Jl;;;'^ <r'^ • • • <«:V 
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verbindet, welches gewissermassen das inverse von IL ist, zugleich aber die 
Bedingung hinzufügt, dass nur aus solchen Verticalreihen Determinanten ge- 
bildet werden sollen, deren obere Indices sämmtlich verschieden sind, und 
also die Reihe 0, 1, 2, ... n-l in beliebiger Folge darstellen. Und so 
wird schliesslich 



= :s 



(*-i) 









r»-.,, 


f 





(»-« 






(-1) 

r, .(«-1) , 



(«-!) 



WO die Summe so zu verstehen ist, dass in derselben i, i\ . . . i^""'^ alle 
Werlhe 0, 1, . . . » — 1 sollen annehmen können, die Gleichheit mehrerer oder 
selbst aller Werthe nicht ausgeschlossen. 

Die Determinanten, in welche hier zerfällt, lassen sich wiederum als 
EntwicklungscoefScienten darstellen. Nach der Definition der r sind diese die 
Coefficienten der verschiedenen Potenzen der z in dem Product 



yn-m-l^«^ 



wenn 



gesetzt wird. Dehnt man also die zweite Summe über i» = 0, 1, ... n—i aus, 
so ist 
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n.n— l...n — m+1 a „ j; t .- » i - 



i.2...m 



^ n.n — i...n — m — \ ^^«_„_, ^« , „_^_i ^ 



^m 1 2 



1.2...f» 

oder wenn man zuerst nach den js entwickelt^ ist 

n.w — l...n — m + 1 

1.2...IW ^'^"* 

der Coefficienl von /"""'"*. r"* in der Entwicklung von 

Ebenso kann man die r' als die Coefficienten der Potenzen der z' in dem Product 

(yO — ^(V)"• 

ansehen, wo 
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gesetzt ist, oder 

n.n—i...n'—m-\'i , 
1.2...m ^*"' 

als den Coefficienten von (/')••"■"'~^ (t')"* in der Entwicklung von 

u. s. w. Endlich also ist offenbar die Determinante 

(—1) 





*•«,.• 


ro,i'. 


• • • r^/^n 




»•i,/ 


<i' 


(—1) 
. . . r,_j(.-i) 


' 


r.-i,.- 


^1-1,1' 


(— j) 
• • • Vx,i<"-'> 


it von 






<— -'.t'.(0 


»-i'-l 


.(-'f.. 


.(»-IJ 






•.(t<-»)' 



in der Entwicklung von 



V = 



^n — 1 

l?2 






rj »j (»2) »i 



• • • («r'T 

• • • («r'T 



»(— ») 



«r«? (v,r\r[f . . . (r(-')r'(e{-«f 






(•ir' 



(«-i)\»-^ 



«-'>)' 



wo 
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©2 = 02 * +«2 T 

gesetzt ist, den Entwicklungscoefficienten noch multiplicirt mit 

t!(n-0!tM(n-tO!...(tC*-^))!(n--t(»-^>)! 

(n\y 

Der Ausdruck F ist aber bekanntlich nichts anderes, als das Product 

wenn in demselben i die Werthe 0, 1, ... «—1, und * für jeden Werth von i 
die Werthe 0, 1, . . . t— 1 erhält. Auf diese Weise erscheint V als ein Deter- 
minantenproduct ; aber in Folge dessen ist auch jeder der Entwicklungscoefficien- 
ten von V ein Aggregat von Determinantenproducten, deren einzelne Factoren 
aus den a und a zusammengesetzt sind. Da also jeder dieser Entwicklungs- 
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coefficienten die verlangte symbolische Form hat, so hat sie auch 6 und endlich 
die Eliminationsgleichung selbst. Ich fasse den Gang^ der nunmehr zur Bil- 
dung der Eliminationsgleichung in ihrer s^^mbolischen Form eingeschlagen 
werden kann, in einem Theorem zusammen. 

Theorem V. 

Um die EUminationsgleichung zweier Gleichungen «'*• Grades mit zwei 
Veränderlichen zu erhalten, bilde man zunächst das Product 

n[{a^H^'^+a^H^'^){a^H^''^ + a^^H^^^)r^{af 

in welchem i die Werthe 0, 1^ 2, . . . n— 1, k aber für jeden bestimmten 
Werth f)on i die Werthe 0, 1, ... f- 1 erhalten soll, und entwickle das 
Product nach Potenzen der t und r. Sodann multiplicire man den Coef- 
ficienten von 

mit dem Coefficienten von 

setze dem Product den numerischen Factor 

t! (w — i)! tM (w-tQ! ... (tC-*))! (yi-fC"-»)! 
Cnl)- 

ror, und bilde die Summe aller Ausdrücke, die man auf diese Weise er- 
hält, wenn man den Zahlen i, i', . . . i^"-'^ alle möglichen Werthe f>on 
bis n—i beilegt. Multiplicirt man das Remltat mit 

{a,a,-a,aOia[a',^a^a[) . . . (0^*^«^-''-«^""''«!""'^ 
so ist da9 Product, gleich Null gesetzt, das Eliminalionsresultat in sym- 
bolischer Form, d. h. man hat das wirkliche, wenn man statt der Producte 

«raj, («;r(^;)^ etc. 

die Coefficienten der einen, statt 

«f«?^ («l)^(«i)^ etc. 
die Coefficienten der anderen gegebenen Gleichung einsetzt 

Da sowohl von den a als von den a immer n verschiedene Arten vor- 
handen sind, so ist die letzte Eliminationsgleichung wirklich vom u'«" Grad in 
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Bezug auf die .CoefQcienlen beider Gleichungen*), mithin ohne überflüssigen 
Factor. 

§. 6. 
Besonderer Fall der Discriminante. 

Einige besondere Bemerkungen erfordert noch der Fall, in welchem 
die Eliminationsresultaute in die Discriminante einer gegebenen Gleichung über- 
geht^ d. h. die Bedingung ausdrückt, unter welcher jene Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln hat. Setzen wir für diesen Fall die gegebene Gleichung in die sym- 
bolische Form 

= {aiXi + a2X2y^^ = {otiXi-\-a2Xiy'^^ etc., 
so hat man, um jene Bedingung zu erhalten, die x aus den beiden Gleichungen 

= Ol {aiXi + (h^iY = «1 [ci^Xi + a2Xiy . . . , 

= a2(öja?i4-Ö2^2)* = ci2{oL^Xi + a^x^Y . > . 
zu eliminiren. 

Man betrachtet dann statt der im vorigen Paragraphen angewandten 
Function i2 besser die Function 

212 = (a ct. g. a ) ^^' ^' + "' ^^^^ ^""^ ^' + "' ^'^^ "~ ^^' ^' + ^' y«^* ^''' '^' + "*' '^'^" 

welche durch Ausführung der Division, dem Früheren ganz analog, übergeht in: 

+ («1 y i+a2y2)'""*(«iiPi+a2a:2)""* 

Man bemerkt, dass diese Form sich von der des vorigen Paragraphen nur da- 
durch unterscheidet, dass an Stelle des ersten Factors aiotj — o^oci hier sein 
Quadrat getreten ist. Es ist also in dem Theorem des vorigen Paragraphen 
nur der Schluss zu verändern, wodurch man folgenden Zusatz zu demselben 
erhält : 



*) Bei dieser Gelegenheit mag ein Satz erwähnt sein, den man sebr leicht auf 
einen anderen bekannten Satz zurückführt. Ist eine Gleichung durch Elimination aus 
Gleichungen des m/*^", »»t^'"* • • • ^i»'^" Grades entstanden y so ist der Grad der sym-- 
bolischen Coefßcienten für jede Gleichung derselbe, nämlich m^ .m^, . . .mn- Daraus 
folgt z. B.; da^s, wenn eine der Gleichungen linear ist, die Coefßcienten derselbeti in 
jeder der symbolischen Determinanten als eine Reihe vorkommen müssen. Vgl. unten 
§.7folgg. 

Journal fOr MathemaUk Bd. LIX. Heft 1. 4 
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Theorem VI. 
Um die Bedingungsgleichung außusteUen, welche die Gleichheit zweier 
Wurzeln einer Gleichung des (n-hl)'"* Grctdes ausdrückt, verfahre man ssu^ 
nächst wie im Theorem \.; mulliplidre aber schliesslich nicht mit dem Factor 

sondern mit dem Quadrat desselben. Das Resultat, gleich Null gesetzt, 
giebt die gesuchte Bedingung in ihrer symbolischen Form, und die wirk-- 
liehe Bedingung, wenn man für die Producte 

UbercUl die entsprechenden Coefficienten der ursprünglich gegebenen Glei- 
chung einführt. 

Diese Gleichung enthalt n Arten der a, und ebensoviel der a; sie ist also in 
Bezug auf die Coefficienten der gegebenen Gleichung von der 2ii'^i Ordnung, 
und enthält also keinen überflüssigen Factor. 

Invarianicn von Functionen, zwischen deren Veränderlichen eine lineare Relation besteht 
Die Betrachtung der symbolischen Formen gestattet die Beantwortung 
der Frage 9 wie die Invarianten von Functionen mit r Veränderlichen mit den 
Grundformen entsprechender Functionen von r + l Veränderlichen zusammen" 
hängen, aus denen erster e abgeleitet sind, indem man eine lineare Function 
der Veränderlichen gleich Null setzt. Diese Frage ist für die Geometrie von 
höchster Bedeutung, insofern es sich um die Schnittpunkte einer Geraden mit 
einer Curve handelt, oder um die Eigenschaften eines ebenen Schnitts einer 
algebraischen Fläche. Man kann in dieser Beziehung folgende einfache Be- 
trachtungen anstellen. 

Es sei, in symbolischer Form, 

(p = (ox+aiO^iH VarXrY 

= (6a7+6ia?i+*" + Är^r)* = ••• 
eine Function von r+1 Veränderlichen, welche durch die linearen Substitutionen 

«1 = C|-Y+c;X' + -+cr^A'^^ 



xo v(0 



xr = c,x+c'rX'+^^^+&;'x 
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in 

abergeht, so dass zwischen den symbolischen Coefficienten die Gleichungen 

/3^'> = c«6 + cf 6, + ... + 4'-'6., 

stalUinden. Aus den Transformationsformeln folgt aber auch, wenn 

C = ^±cc;c:.'...c<'> 
sresetzt wird: 

Setzt man nun 

dC dC 

■W=="' ö^ = "- • • • 

und ISsst 

C.X= ux + UiXi-\"'' + u,.Xr = 

eine zwischen den x stattfindende lineare Beziehung bedeuten, so wird unter 
dieser Bedingung (p flbergehen in 

(y) = {a'X' + a''X" + '*' + a^^^X^^^y 

= {ß'x'+(rx"+'"+ß^'-^x^''^y = '*" 

Eine Invariante dieser Function hat nach dem Früheren immer die symbolische 
Form: 

wo die l Zahlenfactoren bedeuten. Will man in derselben statt der sym- 
bolischen Coefficienlen a, ß ... von {cp\ die symbolischen Coeflicienten a^ b ... 
von (fy in der ursprünglichen Form, einführen, so hat man sich nur der eben 
angegebenen Substitutionsformeln 

zu bedienen. Durch dieselben aber geht eine Determinante wie 
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welche r^ Elemente enthält^ in eine Summe von Determinantenproducten über; 
und zwar, wenn man 

P = -2'+J5a263...«r 
setzt, wird 



de ö» ^ 


8C dP 


ac ÖP 

dCr dir 


dP 


dP 


, , dP 



Die Invariante der Function (cp) drückt sich also durch die Coefficienten der 
ursprünglich gegebenen Function cp so aus, dass nur an Stelle der symbolischen 
Determinanten 

welche sich auf (cp) beziehen, die symbolischen Determinanten 

JS±uaib2...nr 
treten, welche auf cp bezüglich sind, in denen die Reihe der Indices um einen 
vermehrt ist, und in denen als neue Reihe die Reihe der Coefficienten des 
gegebenen linearen Ausdrucks hinzugefügt ist. 

Dieses merkwürdige und einfache Verhalten führt auf das sehr wichtige 

Theorem VII. 
Wenn man eine Invariante J einer Function (cp) von r Veränder- 
lichen , welche am einer Function cp von r + i Veränderlichen dadurch 
entsteht, dass zwischen den Veränderlichen eine lineare Beziehung ange- 
nommen wird, durch die Coefficienten von cp ausdrücken will, so bilde 
man dieselbe zunächst in symbolischer Form für eine beliebige Function 
von r Veränderlichen, und setze sodann statt jeder ihrer symbolischen 
Determinanten eine andere, welche in jeder Reihe einen Buchstaben mehr, 
und als neue Reihe die Coefficienten des gegebenen linearen Ausdrucks 
enthält Lässt man in dieser Form dann die symbolischen Producte nicht 
mehr die Coefficienten von ((p) sondern die Coefficienten von (p bedeuten, 
so ist das Resultat, eine zugehörige Form von cp, die gesuchte Invariante 
von {cp), ausgedrückt durch die Coefficienten der gegebenen Function (p. 

§. 8. 
Invarianten von Functionen, zwischen deren Veränderlichen mehrere Relationen bestehen. 

Das vorstehende Theorem enthält die Lösung oder doch die Reduction 
einiger wichtigen Probleme. Man kann dasselbe zunächst dadurch verallge- 



Clebsch, iAer symbolische Darstellung algebraisdier Fonnen. 29 

meinem^ dass man es auf den Fall anwendet, wo mehrere lineare Bedingungs- 
gleichungen eintreten. In der Thal kann man (r/?) durch eine weitere lineare 
Bedingungsgleichung in die Form {{(f)) verwandelt denken, welche nur r— 1 
Veränderliche enthalt, u. s. w. ; und man wird dann von dem Ausdruck einer 
Inyariante einer Function mit möglichst wenig Veränderlichen, ausgedrückt 
durch die Coefficienten jener Function selbst, zu Ausdrücken derselben In- 
variante aufsteigen, welche Coefficienten der Functionen mit mehr Veränder- 
lichen enthalten, indem man die Reihen der Indices in jeder symbolischen 
Determinante immer um 1 vermehrt, und als neue Reihe die Coefficienten 
eines der gegebenen linearen Ausdrücke hinzufügt. Das letzte Resultat kann 
man dann in folgendes Theorem zusammenfassen: 

Theorem VIII. 
Wenn man eine Invariante J einer Function {(p) eon r Veränder- 
lichen^ welche am einer Function cp von r+s Veränderlichen dadurch 
entstanden ist^ dass zwischen den Veränderlichen s lineare Beziehungen 
eingetreten sind, durch die Coefficienten von (p ausdrücken soll, so bilde 
man dieselbe zunächst für eine beliebige Function von r Veränderlichen, 
bringe sie in die symbolische Form und vermehre jede Reihe jeder symbo- 
lischen Determinante um s Glieder, wahrend man als s neue Reihen die 
Coefficienten der gegebenen linearen Beziehungen hinzufügt. Lässt man 
dann die symbolischen Producte nicht mehr die Coefficienten von {(f) 
sondern die Coefficienten von (p bedeuten, so ist das Resultat die ge- 
suchte Invariante, ausgedrückt durch die Coefficienten der gegebenen 
Function. 

Man kann endlich noch die Bemerkung hinzufügen, welche ohne 
weiteren Beweis einleuchtet: 

Theorem IX. 
Die Theoreme VII. und VIII. gelten ganz ebenso, wenn eine simul- 
tane Invariante J mehrerer Functionen {cp), (t/f), ... durch die Coef- 
ficienten gegebener Functionen (p^ % - - - ausgedrückt werden soll. 

§. 9. 

Elimination aus Gleichungen, deren einige linear sind. 

Sind eine Anzahl von Gleichungen gegeben 

9^ = 0, V = 0, . . ., 
aus welchen die Unbekannten x^^ x,, ... x^^s eliminirt werden sollen ^^ so 



3U C leb seh, über symbolische Darstellung aigebraisdier Fornien. 

isl offenbar die linke Seite der Eliminationsgleichung eine simultane Invariante 
von (py tp, etc. Sind aber insbesondere s jener Gleichungen linear, die 
übrigen aber respeclive vom m** " , «"'" , etc. Grade, so giebt das Theorem VIII. 
oder IX. einen vollkommen symmetrischen Weg an, diese Elimination auf die 
Elimination von r Grössen aus r Gleichungen vom respective w**^", »'**", etc. 
Grade zurückzuführen. Denn reduciren sich (p, y/, etc. mit Hülfe der s linearen 
Beziehungen auf {q>), {rp)^ etc., so hat man nur eine simultane Invariante 
dieser Functionen durch die CoefGcienten von tp, ip, etc. auszudrücken. Dies 
geschieht aber nach dem Vorhergehenden mit Hülfe folgender Regel: 

Theorem X. 
Statt am r + s Gleichungen, deren s f>om ersten Grade, die anderes^ 
respectice tom mf^^, n^^, etc, Grade sind, die Unbekannten äii eliminiren, 
kann man zunächst die EUminationsgleichung für r Gleichungen eom 
ff^ten^ f^teu^ ^fc. Grade mit r Unbekannten in symbolischer Form bilden, 
sodann die Elemente jeder Reihe in jeder symbolischen Determinante um 
s vermehren und als s neue Reihen die Coefficienten der linearen Glei- 
chungen hinzufügen. Führt man dann in der so umgestalteten EUminations- 
gleichung statt der symbolischen Producte die Coefficienten der gegebenen 
Gleichungen f)om m^^" , »'**/ etc, Grade mit r+s Veränderlichen ein, so 
ist das Resultat die gesuchte EliminationsresuUante. 

Da die Eliminationsgleichung z\vischen zwei Gleichungen beliebigen 
Grades bekannt ist, und die Reduction einer solchen Gleichung auf die sym- 
bolische Form aus dem Theorem I. ersichtlich ist, so hat man hiernach eine 
ganz allgemeine und symmetrische Methode, aus beliebig vielen Gleichungen 
die Unbekannten zu eliminiren, wenn nur bei zweien derselben der Grad den 
zweiten übersteigt. Ist insbesondere der Grad dieser beiden derselbe, so 
erhält man die symbolische Form, deren Determinanten nur zu erweitern 
sind^ sogleich aus dem Theorem V. 

Das Verfahren wird indess wesentlich vereinfacht, sobald die Elimi- 
nationsresultante zwischen zwei Gleichungen, auf welche hier Alles zurück- 
kommt, bereits durch andere möglichst einfache Invarianten ausgedrückt vorliegt ; 
indem man dann die symbolische Darstellung und Erweiterung nicht an der 
ganzen Eliminationsresultante sondern an den einzelnen Invarianten vorzu- 
nehmen hat, aus welchen sie zusammengesetzt ist. 

Als Beispiel hierfür, und für die ganze Verfahrungsweise überhaupt, 
wähle ich die Elimination aus drei Gleichungen, deren eine vom ersten Grade 
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ist, während die anderen vom zweiten Grade sein mögen. Nach dem Obigen 
hat man zu diesem Ende zunächst die Eliminationsgleichung für zwei Glei- 
chungen vom zweiten Grade zu bilden. Seien diese: 

«11 ^1 + 2ai2 X i' J?2 "h «22 ^2 ^= 0, 

biix\-^ibi2XiX2-{-bnx\ = 0. 
Das Resultat der Elimination aus diesen Gleichungen erhält mau in 
passender Form auf folgende Weise. Wenn die beiden obigen Gleichungen 
eine gemeinschaftliche Wurzel haben, so kann man sie durch lineare Trans- 
formation immer auf die Form bringen: 

X{aX+bY) = und X{cX+dY)=^0, 

Multiplicirt man beide Gleichungen mit beliebigen Facloren « und ß. so ist die 
Determinante der Summe: 

2aa+2ßc ab + ßd 
ab+ ßd 

d. h. ein vollständiges Quadrat in Bezug auf die Grössen a und ß. Dieselbe 
Eigenschaft muss auch den Gleichungen in ihrer ursprünglichen Gestalt zu- 
kommen, d. h. die Determinante der Function 

a (an Xi + 2oi2 a?ia?2 + «22 ^2) + ßibn x\ + 26i2 Xi x^ + 622 ^2) ^ 
welche gleich 

aon+ßbn aan + ßbn 
aan+ßbn aon + ßbn 
ist, muss in Bezug auf die a, ß ein vollständiges Quadrat sein. Setzt man 
daher J in die Form 

J = \{^a'-{-Bß^ + 2Caß), 
so muss die Gleichung 

AB-C = 

stattfinden^ welches daher die gesuchte Eliminationsgleichung ist. Aber es sind 

^ = 2 

5 = 2 



C = 



J = 



«11 «12 






«21 «22 


? 


611 612 




621 622 


? 


«11 bi2 

«12 ^22 


+ 


611 012 

bi2 bn 
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die drei einfachsten simultanen Invarianten der beiden quadratischen Formen. 
Dieselben nehmen die symbolische Gestalt an: 



A = 


«1 Oi 

«1 «2 


1 

, B = 


_ 


6x 62 

lhß2 




C = 


bi bi 


9 





weini man die symbolischen Substitutionen anwendet: 

Erweitert man nun diese Invarianten nach der Regel des Theorems X., 
so erhält man: 



A = 



U, fh «3 


« 


«1 «2 »3 


«1 «2 Ö3 


, 5 = 


6, 62 63 


«1 «2 «3 




/?. A /:f3 




M, tti Mj 


4 


C = 


«1 Oj O3 

61 6] 63 


5 



und somit ist die Gleichung: 

Ui U2 u^^ Ui ih fh ^ ( w, «2 W3 ^ ^ ^ 
(1.) tti Ch fi'i ' 61 62 63 '= ( «1 «2 «3 

«1 «2 «3 /?! A /?3 ( 6i 6 63 

in symbolischer Form das Resultat der Elimination der x aus den drei Glei- 
chungen : 

bnx] + b22xl + bz2xl + 2b2zX2X3 + 2bnXzXi + 2bi2XiX2 = 0, 

UiXi + U2X2+thX3 = 0. 

Denkt man sich durch die ersten beiden Gleichungen zwei Kegelschnitte dar- 
gestellt, so ist die letzte die Gleichung einer Linie, welche durch einen Schnitt- 
punkt beider hindurchgeht; und die Gleichung (1.) ist demnach die Gleichung 
ihrer f^ier Schnittpunkte in Liniencoordinaten, woraus die Auflösbarkeit jener 
Gleichung in vier Factoren beiläufig folgt. Aber es ist ausserdem 

»11 »12 a,3 «1 

«21 «22 »23 «2 
«31 Ö32 033 W3 
Hl U2 U3 



«1 «1 «3 


2 


ai th 03 


= -2 


«, «j Oj 





= 
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Hl fh ?lj 


2 


bi 62 63 


= -2 


ßi A ß. 





die des zweiten. 



C = 



«1 


«, 


«3 


0, 


öi 


O3 


6. 


fr. 


63 



die Gleichung des ersten Kegelschnitts in Liniencoordinaten, und 

bn bi2 bi3 Ui 
bn 622 623 ^2 __ . 

631 byi 633 M3 

Wi 1/2 W3 
Verschwindet in (1.) einer dieser Ausdrücke, was für die 
acht Tangenten geschieht, welche sich in den vier Schnittpunkten an die beiden 
Kegelschnitte ziehen lassen, so verschwindet auch jedesmal der Ausdruck 

und es ist also 

C = 

= Wj [a-n 633 + «33 622 — 2023 623) + 2l^ «3 (013 ^12 + «12 ^13 — »n 633 — «23 ^u) 
+ «2 (»33 611 + «H 633 — 2031 631) + 2^3 «l {fln biz + «23 ^21 ~ »22 ^31 — «31 ^22) 
4- W3 (fifa 622 + »22 ^11 — 2ai2 612) + 2W| ?l2 («32 631 + «31 ^32 — «33 ^q — «12 633) 

rfi> Gleichvng desjenigen Kegelschnitts^ welcher tton den acht, in den 'vier 
Schnittpunkten beider Kegelschnitte gesogenen Tangenten berührt wird. 

Diese Bemerkungen wollte ich zur Erläuterung des Vorangegangenen 
hier beifügen. 

§. 10. 
Salz über ein System von Gleichungen zweiler Ordnung. 

Ich kann nicht umhin bei dieser Gelegenheit eines allgemeinen Satzes 
zu gedenken, w^elcher aus der Verallgemeinerung der Methode fliessl, durch 
welche im vorigen Paragraphen die Eliminationsgleichung für zwei Gleichungen 
des zw^eilen Grades gewonnen wurde. Obgleich derselbe streng genommen 
nicht hierher gehört, so scheint er doch von hinreichendem Interesse, um seine 
Einschaltung hier zu rechtfertigen. 

Es seien r homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit r Veränder- 
lichen gegeben; 

= ^^ttik XiXkj 



(!•) 



,('). 



)0 = 2:2a]:' xix„ 



[0 = ^^Oil XiXk. 
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Sobald diese Gleichungen neben einander bestehen, so muss eine Gleichung 

R = 
zwischen den Coerficienlen bestehen, welche in Bezug auf jede Reihe der a 
vom Grade 2'^""* ist. 

Multipliciren wir jetzt die Gleichungen mit beliebigen Facloren y'^y^-y^'K 
und setzen 

any'+aäy" + '- + a'a'i'' = 6.*, 
und bilden sodann die Determinante 

B = -r±Z^n6,o...6,,. 
Dieselbe ist von der r**"" Ordnung in Bezug auf die y, von derselben Ordnung 
für die «, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen der y in der 
Entwicklung von B sind die einfachsten simultanen Invarianten der gegebenen 
Functionen. Aber wenn die Gleichungen (1.) für irgend ein Werthsystem 
zusammen bestehen können, so kann man dieselben auf unendlich viele Weisen 
durch lineare Substitutionen so Iransformiren, dass, wenn JCi, jr2,...JC^ die 
neuen Veränderlichen sind, in allen gleichzeitig das Glied, welches X^ ent- 
hält, verschwindet, wo dann 

Xi = 0, ^2 = 0, . . . X,^, = 
das System gemeinschaftlicher Lösungen angiebt. Bildet man die Determinante B 
in dieser Form, und bezeichnet ihre Elemente durch B^, sie selbst durch B, so ist 

und Brr ^ 0- Es ist also dann B eine homogene Function zweiter Ordnung von 

Biry B^ry • • • B^^i^r? 

und es können daher offenbar die Gleichungen 

neben einander bestehen, da ihre rechten Theile lineare Functionen von 

sind, und also die obigen r Gleichungen durch die r— 1 Gleichungen 

erfüllt werden. 

Aber die Gleichungen (2.) führen als lineare Combinationen die Glei- 
chungen mit sich: 

(8.) f = 0, ^ = 0, ... ^ = 0. 
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Eliininirt man aus diesen Gleichungen die y^ so erhalt man eine Gleichung 

P = 0, 

wo P eine Function der r(r— iy~^**" Ordnung der Coefficienten von B ist, d. h. 
der einfachen simultanen Invarianten der gegebenen Functionen (1.), und so- 
mit eine homogene Function der r (r — 1)'^^^'^" Ordnung von den CoefGcienten 
jener Functionen. Da nun die Function R im Allgemeinen nicht in rationale 
Factoren zerlegbar ist, so muss P die Function R als Factor enthalten; und 
man hat somit das folgende 

Theorem XL 
Bezeichnet man durch R = die Gleichung y welche ausdrückt ^ dass 
r homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit r Veränderlichen ein ge- 
meinschaftliches System con Lösungen zulassen; muUiplicirt man ferner 
die linken Theile der r Gleichungen zweiler Ordnung mit willkürlichen 
Factoren^ und bildet die Detenmnanle der homogenen Function zweiter 
Ordnung y welche durch Addition dieser Producte entsteht; so ist die 
Function P, welche ausdrückt , dass die Differentialquotienten jener De- 
terminante, nach den willkürlichen Factoren genommen, gleichzeitig «?er- 
schwinden können, und welche eine rationale Function der einfachsten 
simultanen Invarianten f)on den linken Theilen der gegebenen Gleichungen 
ist, immer durch R ohne Rest theilbar. 

§. 11. 

Ueber die Darstellung der Curven n^''' Ordnung durch Gleichungen in Liniencoordinalon. 
Ein sehr wichtiges Problem, dessen vollständige Lösung in den vor- 
hergehenden Betrachtungen enthalten ist, bietet sich dar in der Aufgabe, eine 
beliebige Curve in Liniencoordinaten auszudrücken. Ist /"^O die Gleichung 
einer Curve «' '^ Ordnung, so ist im Allgemeinen die Gleichung, welche die 
Curve auf die angegebene Weise darstellt, das Resultat der Elimination der jp 
aus den Gleichungen: 

cif df df 

UiXi+U2X2 + UiXi = 0, 

wo Ui^ «12, «3 die Coordinaten einer Tangente bedeuten. Aber wenn man die 

geometrische Seite des Problems ins Auge fasst, so kann man dasselbe auch 

so aussprechen: 

5* 
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Die Beziehan^ soll gefanden werden, welcher die Coefficienteii m^^ m^. ar, 
genügen müssen, damit die Function / mit Hülfe der linearen Gleichung 

(1.) ITiXi — tbX^-rlTjXj = 

in eine Function von zwei Veränderlichen verwandelt werden ' könne, 
welche z^iei gleiche lineare Factoren enthalte, 
entsprechend den beiden Schnittpunkten der Linie (1.) mit der gegebenen 
Curve. welche im Berfihrungspunkte zusammenfallen. In dieser Form wird 
das Problem durch das Theorem VIII. sofort gelöst, und z^ar anf eine Weise, 
weiche ich in folgendes Theorem zusammenfasse: 

Theorem All. 
Um die Gleichung einer Cnrte w'*^ Ordnung in Liniencoordinaten dar- 
zustellen, bilde man zuerst die Bedingung dafiir^ dass eine Gleichung »'^ 
Grades zwei gleiche Wurzeln habe^ und gebe ihr die symbolische Form 

= Sin{2±a,b^), 

wo die A ZcMen factoren, und die Producte a{a2^ b[b2 symbolische Dar- 
stellungen der Coefficienten der Gleichung n'^ Grades sind. Dann ist 

= 2:xn{2±u,a2b^) 

die symbolische Form der gesuchten Gleichung, in welcher die Producte 

€f,a\al, b\b\b\ 

nur durch die Coefficienten der Curvengleichung zu ersetzen sind, um die 

wirkliche Gleichung in lAniencoordinalen zu geben. 
Da hier nur vollständig bekannte Operationen, welche durch das Theorem VI. 
sogar wirklich ausgeführt sind, erfordert werden^ so kann man das Problem 
der Aufstellung einer algebraischen Curve in Liniencoordinaten hierdurch als 
vollständig erledigt ansehen. 

Da die Bedingungsgleichung, welche angiebt, dass eine Gleichung n^^" 
Ordnung zwei gleiche Wurzeln habe, vom 2(«--l)"'" Grade in Bezug auf die 
Coefficienlen der Gleichung ist, und sich bei der Erweiterung der symbolischen 
Determinante olTenbar der Grad der Gleichung in Bezug auf die symbolischen 
Factoren nicht ändert, so ist auch das Resultat von gleichem Grade in Bezug 
auf die Coefficienten der Curvengleichung, und man hat also noch das 

Theorem XIIL 
Die Gleichung einer Curve n'^ Ordnung in Liniencoordinaten, welche 
im Allgenmnen eon der »(«—1)'*" Ordnung für die Veränderlichen ist, 
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wird im Allgenmnen von der 2(w— 1)**" Ordnung für die Coefßcienten 

der ursprünglichen Curvengleichung. 
Ich werde zunächst mit Hülfe des Theorems XII. die bekannten Glei- 
chungen der Curven zweiter und dritter Ordnung in Liniencoordinaten ent- 
wickeln, um sodann zu den merkwürdigen Formen überzugehen, auf welche 
diese Theorie für die Curven der vierten Ordnung leitet. 

§. 12. 

Curven zweiter und dritter Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt. 

Die Bedingung dafür, dass eine quadratische Gleichung 

ax'+2bxy + cy'' = 

zwei gleiche Wurzeln habe, ist 

^ a b 



b c 



= 0, 



oder, wenn man die symbolischen Substitutionen 

6 = öl «2 = ftj ^2 ? 



einführt: 



C = fl^ =62 



öl «2 
61 62 



= 0. 



= 



«1 


«2 


«f3 


Ol 


«2 


O3 


b, 


62 


63 



Die symbolische Form der Gleichung einer Curve zweiter Ordnung in Linien- 
coordinaten ist demnach: 

oder, wenn man die Gleichung der Curve in Punktcoordinaten durch 

= aiia:i + Ö22^2 + »33^3+2a23iC2a?3 + 2a3|j?3ari + 2oj2a?,a;.. 

darstellt, und die symbolischen Substitutionen 

aiük = bibk = a,A 
ausführt : 



= 



was die bekannte Form ist. 



«11 


«12 


«13 


«1 


«21 


«22 


»23 


«2 


«31 


«32 


O33 


«3 


«1 


«2 


«3 
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Die Bedingung, unter welcher die cubische Gleichung 

ax'+Sbx^+Scx+d = 

zwei gleiche Wurzeln enthält, ist, wie man unter Anderem aus §. 9 ohne 
Weiteres entnehmen kann: 







a c 
b d 



a b 
b c 



b c 

c d 



Pährl man hier die symbolischen Substitutionen 

a = al =b] =c] =rf^ 
b = alai = 6J62 = cici^ dldi^ 



d=a\ =bl =C] =rf? 



aus^ so erhält man: 







a] 



ttia-i 



bib, bl 

\bi 62 



e] 



CiC\ 



dld^ dl 



b\b, b,b\ 



alüi 



d,di d! 



Ci C2 

dl dl 



[tti bi («1 62 + 6i öi) • Ci di {Ci rfj + dl Co) — 4a] 6j 60 Ci Ci dJ } . 



Der wirkliche Werlh dieses Ausdrucks niuss offenbar ungeandert bleiben^ 
wie man auch die symbolischen Coefficientenreihen mit einander verlausche. 
Vertauscht man also zunächst die a mit den b^ sodann die c mit den d^ endlich 
beides zugleich, so erhält man drei neue Formen, welche mit der vorigen 
wesentlich identisch sein müssen: und indem man alle vier Formen addirt, 
erhält man die Gleichung: 



= 



bl b. 



Ci C'2, 

dl dj 



{(»1 62 + bl 02) {ci dj + di C2) - 4«! 61 C2 rfj} . 



Vertauscht man nun noch gleichzeitig die a mit den c, und die b mit den d, 
so entsteht abermals eine neue Form dieser Gleichung; und wenn man diese zu 
der obigen addirt, und den gemeinschaftlichen Factor 2 übergeht, so kommt: 



= 



«1 «2 

bl 62 

tti üi 

bl b, 



Ol Ci 

dl d, 

Ci C2 

dl da 



\iaibi+bia2)(cidi + diC2) — 2aibiC,d2-2a2biCidi\ 



«1 Ö2 

Ci C2 



dl ^2 
bl 62 



+ 



Ol ^2 

dl d2 



Ci C2 

bi:b2 



Dies ist bereits die verlangte symbolische Form. Sie vereinfacht sich noch 
durch die Bemerkung, dass der zweite Theil der Klammer aus dem ersten 
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O, »2 


7 


Ct Ci 


2 


üi «2 


dl rfj 


61 bj 




rf. d. 




C| C2 


6, 62 



Ui U2 th 


2 


«i ti^ U3 


2 


«1 ^2 Wj 




«I ?/2 ?/3 


«1 «2 Ö3 


• 


Ci C) C3 


• 


Ai a.» üi 


• 


rfl 4l ^3 


61 62 63 




rf, rf, rf. 




Ci C2 Cj 




6i 62 ^3 



durch Vertauschung der c mit den d hervorgeht, wodurch die anderen Factoren 
sich gar nicht ändern. Die Form löst sich daher in die Summe zweier Glieder 
auf, welche beide denselben wirklichen Werth haben; indem man also nur 
das eine Glied der Summe beibehält, bleibt: 







Die symbolische Form der Gleichung einer Curve dritter Ordnung in Linien- 
coordinaten ist also: 



= 



und die wirkliche Form geht hieraus hervor durch die symbolischen Sub- 
stitutionen : 

üi «A «A = bibi, bh = CiCj, Cf, = didi, dh = ö/aä , 
wenn 

2:^:Sauf,XiXkXh = 

die Gleichung der Curve in Punktcoordinaten ist. 

Ich werde zeigen, dass diese Form in der That mit dem Ausdruck der 
Gleichung übereinkommt, welchen Herr Aronhold gegeben hat. Zu diesem 
Ende hat man nur die Zwischenform O zu betrachten, der Herr Aronhold die 
Form giebt (dieses Journal Bd. 55, p. 118): 

2 

. («1 a?i + 02 0:2 + Ö3 iPa) (61 a?i + *2 iP2 + 63 ^2^3) 



.(CiiFi + C2^2 + C3a?3)(rf|ir, + rfia!2+rf3^3). 



Ordnet man 6 nach den Potenzen der x, so dass 
and führt für 0i^ die symbolischen Substitutionen ein: 
so wird durch Vergleichung mit den obigen Ausdrücken: 





«, Ui «3 


e = 


«1 02 0} 




61 62 ^3 




«1 «2 «3 


= 


C, Cj Cj 




rf. rf, d. 
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hh 



f^i."k 



«X 


«2 


«3* 


Ol 


a. 


«3 


b, 


b. 


*3 


«1 


«2 


«3 


Ci 


Cj 


c, 


rfi 


d. 


rf3 



.ö;6a. 



. C;rfjt 



Zwar müssle man eigentlich statt Oibf, und c/rf^ hier setzen K^/^A + ^iöA) und 
^(c,rfji + rf/^A)- Aber dann würde sich jeder der obigen Ausdrücke nur in 
zwei Glieder auflösen, welche denselben wirklichen Werth haben, und deren 
eines also für beide gesetzt werden kann, indem man den Nenner 2 zugleich 
auslässt. 

Durch diese Formeln aber geht die gegebene symbolische Gleichung 



über in; 







M, Iti 


«3 


K h 


^3 


,"l .«2 


,«*3 



oder, nach der Herrn Aronhold eigenlhümlichen Bezeichnungsweise, indem man 
von den symbolischen Substitutionen zu den wirklichen Werthen zurückkehrt: 

Dies ist der Ausdruck, welchen Herr Aronhold für die zugehörige Form F 
angegeben hat (dieses Journal Bd. 55, p. 185). 

Nachdem ich an diesen Beispielen die Uebereinstimmung der ange- 
gebenen Methode mit früheren dargelegt habe, gehe ich dazu über, die neuen 
Resultate zu entwickeln, auf welche dieselbe führt in der Theorie der Curven 
vierter Ordnung. 

§. 13. 
Curven vierter Ordnang in Liniencoordinaten dargestellt. 

Die Bedingungsgleichung, unter welcher die biquadratische Gleichung 

(1.) ax^+^ba^^-^cx^^-Ux+e = 

zwei gleiche Wurzeln hat, ist bekanntlich von Herrn Cayley auf die folgende 
Form (s. die Abhandlung des Herrn Hermite Bd. 52, p. 1 etc. dieses Journals) 
zurückgeführt worden: 
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wo t und j die Fundamentalinvarianten der biquadratischen Form sind, und 
die Bedeutung haben: 

a b c 

i = ae-Ud-\-3c\ j= b c d - 

c d e 

Man hat zunächst die symbolischen Ausdrücke dieser beiden Invarianten auf- 
zusuchen. Mit Hälfe der symbolischen Substitutionen 

a = a\ =bt =cl, 
6 = «1 «2 = 6J 62 = cj C2 , 
c = a]c^^ blb] = c]ci^ 
rf = öl a^ = 6i 6| = C| ^ , 

erhält man aber sogleich: 

i = i{a\bt + aib\-U\a2b,bl-Aa,(^,blb2 + ^a\(^b]bl) 

«1 Oi 



= i 



Äx 62 



al 


ai<h 


a] 


b\ 


b,b. 


bl 


cl 


C1C2 


c^ 



Hierdurch ist die symbolische Darstellung von i bereits geleistet. Für j hin- 
gegen erhält man: 



j ■= al.bibi.c] 



Der vor der Determinante stehende Factor ist offenbar ein Glied der Deter- 
minante selbst. Vertauscht man nun die a^ b, c auf alle mögliche Weisen mit 
einander, so erhält man immer wieder dieselbe Determinante, der Reihe nach 
mit ihren sämmtlichen Gliedern multiplicirt. Addirt man also alle die Formen, 
deren wirklicher Werth stets j ist, und dividirt das Resultat durch 6, so kommt : 

2 



j = i 



b\ 6.6, 6^ 

2 2 

Cl C1C2 C2 



oder da die Determinante selbst auch die Form 

— («1 *2 — 61 Ö2) (61 C2 - Cl 62) (Cl »2 - «1 C2) 

' 61 62 



annimmt: 

bl 62 
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Cl C2 



Cl C2 

Ol 02 



6 
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Auf diese Weise hat auch j die geforderte Gestalt angenommen, und auch die 
urspränglich gegebene Gleichung 

i^-27f = 

ist daher ebenso dargestellt. Setzt man also 







«1 «2 «3 


4 








p = 


= i 


Ol th Oi 

bi bt bi 


» 






«l th Uj 


2 


Ui th th 


2 


Ui U2 fh 


Q - 


= i 


«1 «2 «J 

bi bi bi 


• 


bi 62 63 

Ci C2 C3 




Ci C2 C3 

Ol ai 03 



«0 i«/ rfte Gleichung der Curve vierter Ordnung 

in Liniencoordinaten ausgedrückt: 

P^^SQ^ = 0, 

sobald man in den beiden zugehörigen Formen P und Q die symbolischen 
Substitutionen 

o>i(^h0^k(^m = bibhbi^b^ = CiChCkC^ = a/^*^ 
ausgeführt denkt. 

Die beiden Fundamentalformen P und Q sind respective von der vierten 
und sechsten Ordnung in Bezug auf die Veränderlichen u, von der zweiten 
und dritten in Beziehung auf die CoefGcienten der Curvengleichung. Ich 
werde einige merkwürdige Eigenschaften derselben hier entwickeln, indem ich 
mir vorbehalte, auf andere bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen. 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) durch a, ß, y^ 8^ so 
sind (s. die angeführte Abhandlung des Herrn Hermite) die Wurzeln der 

Gleichung 

40^-i0+J = 
folgende: 

öl = -i|-{(«-<J)(/>-y)+(«-y)(/^-«y)K 
03 = ■i|-{(«-c^)(y-/3)+(«-/i)(?'-^)}- 
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Von diesen Grössen verschwindet eine, sobald die vier Punkte einer geraden 
Linie, deren Abstände von einem festen Punkte a, ß, y, cT bedeuten können, 
harmonisch sind; und sie verschwinden sämmtlich. sobald drei Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung einander gleich werden. Im ersten Falle also muss 
j verschwinden, im zweiten Falle ausser j noch t. 

Ist also U1X1 + U2X2 + UZX3 = eine Gerade, welche die Curve vierter 
Ordnung in vier harmonischen Punkten schneidet, so muss für die ent- 
sprechenden Werthe der u die aus der Er^veiterung von j entstandene Form 
verschwinden. Dies giebt das 

Theorem XIV. 
Die Linien, welche die Curve vierter Ordnung in vier harmonischen 
' Punkten schneiden, umhüllen eine Curve vierter Kktsse 

(? = 0, 

deren Coefßcienten von der dritten Ordnung in Bezug auf die Coeffidenten 

der gegebenen Curve sind. 
Für die Wendelangenlen der Curve aber, welche dieselbe in drei zusammen- 
fallenden Punkten schnefden, muss neben Q = auch noch die aus i = ab- 
geleitete Gleichung 

P = 

bestehen ; und es zeigt sich daher das merkwürdige Resultat, dass, so wie die 
Wendepunkte sich als Schnittpunkte der Curve vierter Ordnung mit einer 
Curve sechster Ordnung darstellen, ebenso die Wendetangenten direct als die 
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve vierter Klasse und einer Curve 
sechster Klasse gefunden werden können. 

Es ist durch geometrische Betrachlungen bewiesen, dass im Allgemeinen 
jede Wendetangente einer algebraischen Curve in ihrer Darstellung durch 
Liniencoordinaten, bei welcher zu der gegebenen Curve nothwendig noch an- 
dere Zweige hinzutreten, als Rückkehrtangente auftritt. Aber es ist mir nicht 
bekannt, dass dieses bisher an einem algebraischen Ausdruck direct nachge- 
wiesen wäre. Es ist daher nicht ohne Wichtigkeit, dass die vorliegende Form 
der Gleichung . einer Curve vierter Ordnung dies ohne Weiteres zeigt. Da 
für die Wendetangenten P und Q verschwinden, so reduciren sich diese 
Functionen für Tangenten, weiche den Wendetangenien sehr nahe kommen, 
auf dP und dQ, und die Gleichung der Curve reducirt sich mit Beibehaltung 
allein der Grössen niedrigster Ordnung auf 

{dQy = 0. 

6* 
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In dem Punkte, dessen Gleichung 

wobei P = und ^ = 0, berührt also die Wendetangente zwei verschiedene 

Zweige der Curve 

P'-^SQ^ = 0. 

Dieser Punkt ist also ein Rflckkehrpunkt der letzteren ICurve und ein Wende- 
punkt der ursprOnglich gegebenen. Man bemerkt endlich, dass (2.) nichts 
anderes ist als die Gleichung des Punktes von ^ = 0, in welchem diese Curve 
von der Wendetangente berührt wird ; die Wendepunkte gehören also sämmtlich 
der Curve Q = an. Ich fasse diese Bemerkungen zusammen in folgendes 

Theorem XV. 
Die Curve vierter Ordnung führt, durch Uniencoordinaten ausgedrückt, 
auf die Curve zwölfter Klasse 

P^-SQ' = 0, 
welche amser jener noch andere Zweige enthält. Jeder Wendepunkt der 
ersten Curve wird Rückkehrpunkt der zweiten; die Wendetangenten der 
ersten sind Rückkehrtangenten der anderen, und zwar sind sie die ge- 
meinschaftlichen Tangenten der Curven vierter und sechster Klasse 

p = 0, (> = 0, 
wobei noch insbesondere Q=Ovon den Wendetangenten in den Wende- 
punkten selbst berührt wird. 

Ich bemerke, dass durch diese Betrachtungen eine Frage gelöst wird, 
welche in der gewöhnlichen Fassung auf Schwierigkeilen führt, nämlich die 
Frage nach dem Product der Gleichungen sämmtlicher Wendetangenten, welches 
ein rationaler Ausdruck der CoefQcienten der Curve, und für die x von der 
24sten Ordnung sein muss. Die directe Methode zur Aufstellung dieses Pro- 
ducts führt auf die Elimination aus drei Gleichungen vom zweiten, dritten und 
vierten Grade. Ist X ein Wendepunkt, f{X) = die Gleichung einer Curve 
vierter Ordnung, so ist die Bedingung dafür, dass x auf der Wendetangente 
von X liege, ausgedrückt durch die Bedingung, dass in der Entwicklung von 

f{X+Xx) 
nach Potenzen von k die drei ersten Glieder verschwinden. Man hat also 
dann aus den drei Gleichungen 

r(X) = 0, DfiX) = 0, Z)V(Jf ) = 0, 
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welche respeclive vom vierten, drillen und zweilen Grade sind, die Unbe- 
kannten X zu eliminiren. Aber stett dessen kann man dem Obigen zufolge 

die u aus den Gleichungen 

P = 0, (? = 0, 

eliminiren, welche ausdrücken, dass x auf einer Wendelangente liege, und 
welche für die u respeclive vom vierten, sechsten und ersten Grade sind. 
Da diese Aufgabe nach dem Vorigen auf die Elimination aus zwei Gleichungen 
vom vierten und sechsten Grade zurückkommt, so ist die vorliegende Frage 
prinzipiell erledigt. Und man ist ausserdem, was wichtig ist^ in der gegen- 
wärtigen Form sicher, die schliessliche Gleichung ohne einen die x enthalten- 
den überflüssigen Factor zu erhallen, da die Endgleichung offenbar für die x 
vom 24'^^" Grade wird, während dies in der ersten Fassung keineswegs er- 
sichtlich ist. Ich fuge daher dem Obigen noch das Theorem hinzu: 

Theorem XVI. 
Um das Product der Gleichungen aller Wendetangenten der Curten 
vierter Ordnung zu erhaiten^ hat man nur die u aus den Gleichungen 

P = 0, (? = 0, 
niXi + U2X2 + U3Xz = 

zu eliminiren, eine Aufgabe, welche durch die Theoreme I. und VII. ^r- 
ledigt wird, und welche die Endgleichung ohne einen, die x enthaltenden 
überflüssigen Factor giebt, 

§. 14. 

Das Problem der Doppeltangenten. Fall der Curven vierler Ordnung. 

Auch für die Untersuchung der Doppellangenten bietet die vorliegende 
Methode eigenthümliche Gesichtspunkte dar. Sei im Allgemeinen Ä = die 
Gleichung, welche ausdrückt, dass eine Gleichung «'"» Grades zwei gleiche 
Wurzeln hat, und sei in symbolischer Form 

R = 2X.n2±a,b,. 

Wenn sodann die gegebene Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln enthalten 
soll^ so muss nicht nur R verschwinden, sondern auch die Differentialquotien- 
len von R, genommen nach den Coefficienten der gegebenen Gleichung, müssen 
sämmtlich verschwinden. Ich will der Vollständigkeit wegen einen Beweis 
dieses Satzes hierhersetzen. 
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Die gegebene Gleichaiig sei 

(1.) (p{x) = ax'' + nbx*-' + -' = 0. 
und die Wurzeln derselben seien 

«1 , «2 , ... «„ . 
Dann ist bekanntlich 

(2.) R = M{(cfi-«2)(cfi-a3)...(a„_,-aJ}', 

wo u einen constanten Factor bedeutet. Man kann R ebensowohl als Function 
der « + 1 Grössen a, 6 . . ., wie als Function der n+l Grössen ja, a^^ a^ . . . 
ansehen; und indem man beiden Systemen von Argumenten kleine Veränderun- 
gen ertheilt^ erhält man aus (2.) die Gleichung: 

( ^Sa + ^db + -^ 
\ da ob 

(3.) = Sfi («j - a^f (of ^ - cfj)^ . . . (a,_j - a^f 

Deutet man nun durch A (p {x) an, dass in cp nur die Coefficienten o, 6 . . . , 
nicht aber das Argument variirt werden solle, so ist 

daher 

Und mit Hülfe dieser Ausdrücke kann man der Gleichung (3.) folgende Form 
geben : 






Die Nenner ^ ^'^ etc. sind immer ganze Functionen der a, und gehen in 

den Producten 

(«1 - cfa)' (cfj ~ a,y . . . (a^_| - aj etc. 
jedesmal vollständig auf. Setzt man also in der vorliegenden Gleichung «^=«2. 
so kann nirgend ein Nenner eine Unendlichkeit herbeiführen, ebenso wenig, 
als wenn ausserdem noch «3 = a^ gesetzt wird. Durch die erste Operation 



Clebsch, über symbolische Darstellung algebraischer Formen. 47 

geht aber die rechte Seite der vorliegenden Gleichung über in: 

2,«/-4^^+^^^(«x-«3r(«.-«o^•.(«.-.-«.)^ 






oder da nach (1.) 

y'(a,) = a.(a| — «,)(«! — «3)---(«i — o»)i 

y'(aä) = a.(a2 — ai)(cj — ß3)...(a2 — a») 
ist, in 
_ I A(p{at).(ai-a3f(ai-atf...(a<t-(t3){aj-at)...{a3-a^f. 

\+A(p:ai).(tti-a3) («i-Ci) ...(aj-«3)*(a»-a4)'...(a3-«*)'- 
Selzl man noch «3 = «4, so verschwindet dies identisch, und die Gleichung (3.) 
giebl also, wenn zwei Paare gleicher Wurzeln exisliren: 

oder, da die Variationen ganz willkürlich sein konnten, 

was zu beweisen war. 

Die Gleichung (4.) aber gestattet es, die Bedingung zweier gleichen 
Wurzelpaare noch auf andere Weise einfach auszusprechen. Da die Variationen 
Ja, db . . . beliebig sind, so kann man sie durch die Coefficienlen einer be- 
liebigen anderen Form 

ersetzen; und ist dann 

SBR , Q dR , 

= ^^ + '^-06- + -' 
SO ist 

S = 0, 

diese Gleichung unabhängig von den Werthen der a, (i erfüllt gedacht, die Be- 
dingung, unter welcher die gegebene Gleichung zwei gleiche Wurzelpaare zulässt. 
Den Ausdruck S aber kann man offenbar dadurch bilden, dass man 
die symbolische Form für R ebenso oft hinschreibt als dieselbe symbolische 
Coefficientenreihen enthält, jedesmal für alle Reihen bis auf eine die gegebenen 
symbolischen Substitutionen ausführt, für eine einzige Reihe aber, und jedesmal 
für eine andere, eine neue und zwar ganz beliebige bestimmte symbolische 
Substitution eintreten lässt. Die Summe aller so erhaltenen Ausdrücke isl dann 
der symbolische Ausdruck für S. 
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In dem Falle z. B. der Gleichungen vierter Ordnung, wo 



Ä = i 



(es sind in der Formel i^— 27/^ des §. 13 nur für die verschiedenen Factoren 
«, j verschiedene symbolische Substitutionen gebraucht) würde, um S zu bilden, 
dieser Ausdruck sechsmal hinzuschreiben, und jedesmal eines der Systeme 
a, by c durch ein neues, fremdes System s zu ersetzen sein. Aber man be- 
merkt leicht, dass die wirklichen Werlhe der so erhaltenen sechs Formen sich 
nicht von einander unterscheiden ; indem man also nur einer davon den Factor 
6 giebl, erhält man S in der Form 



iS 



oder, wenn man wieder i und j einfuhrt, und ausserdem dör Analogie wegen 
durch i, und j, die beiden Formen : 



= i 
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bezeichnet : 



Diese Art, die Bedingung für zwei Paar gleicher Wurzeln auszusprechen, 
ist insofern von Interesse, als sie den unmittelbaren üebergang zu den Doppel- 
tangenten algebraischer Curven mit Hülfe des Theorems VII. gestattet. Be- 
trachtet man S als simultane Invariante der beiden Formen 



(5.) 






zu deren zweiter die symbolischen CoefQcienten 8 gehören, während alle an- 
deren sich auf die erste beziehen, so kann man beide Formen und zugleich 
die Invariante S entstanden denken, indem man zwei Formen mit drei Vor- 
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änderlichen mit Hälfe einer linearen Gleichung 

reducirl hal. Um die Invariante S dann durch die Coefficienten der ursprüng- 
lichen Formen auszudrucken, hat man nur nach dem genannten Theorem zu 
verfahren ; und der genommene Ausdruck, gleich Null gesetzt, stellt dann die 
Bedingung dar, unter welcher eine gegebene Curve (die dem ersten der Aus- 
drücke (5.) entsprechende Form gleich Null gesetzt) von der Geraden 

UiXi + UiX^ + thXz = 

in zwei Punkten berührt wird; voratisgeselzt, dass diese Bedingung erfüllt wird 
für jede beliebige Function, welche der zweiten Form (5.) entsprechend gewählt 
werden kann. Die resultirende Form aber entsteht dann aus der erweiterten 
Form von R ebenso, wie S aus R selbst; und dies führt auf folgendes 

Theorem XVII. 
Wenn man die Gleichung einer Curee durch Liniencoordinaten in 
symbolischer Form darstellt^ diesen Ausdruck ebenso oft aufschreibt, als 
er symbolische Coeffidentenreihen enthält; wenn man jedesmal eine (und 
jedesmal eine andere) dieser Coeffidentenreihen durch eine bestimmte aber 
ganz beliebige fremde symbolische Substitution, die anderen aber durch 
die ursprüngliche auf wirkliche Grössen redudrt, so ist die Summe aller 
erhaltenen Ausdrücke, gldch Null gesetzt, unter der Voraussetzung, dass 
die fremden Coeffidenten ganz beliebige Werthe sollen annehmen können, 
die Bedingung dafür, dass Wj, «2, «3 die Coordinaten dner Doppeltan- 
gente sden. 
Für die Curven vierter Ordnung entsteht auf diese Weise aus der Gleichung 

P^^^Q" = 

die Gleichung 

(6.) P'P.-SQQ. = 0, 

wo. analog den oben eingeführten Bezeichnungen von t, und j^, 

Ui Ui flj 



\P^ = i 



(7.) 
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gesetzt ist. Und zwar ist offenbar in (6.) diejenige Lösung auszuschliessen. 
welche in der gleichzeitigen Erfüllung der Gleichungen 

/> = 0, ^ = 

besteht, da diese Gleichungen, wie oben gezeigt ist, auf die Wendetangenten 
fahren. 

Es ist vielleicht bemerkenswerth, dass es genagt, die Gleichung (6.) 
unter der Form 

darzustellen; weil, indem man den s alle. möglichen Werthsysteme giebU von 
selbst 

;i = ^ und P'^ZQ' 

folgt. Ich werde, statt diesen Satz zu beweisen, zeigen, dass aus den in der 
Gleichung 

js = in 
enthaltenen Bedingungen immer 

l = -Sr und •^ = 27;^ 

folgt. Dies ist einfach zu beweisen, und zieht das vorher Behauptete ohne 
Weiteres nach sich, immer durch blosse Anwendung des Theorems VII. 

Die gegebene Gleichung vierten Grades sei wieder yne in §.13: 

Die Gleichung 
involvirt dann, da 



js = ^is 



•^ = *G*-^+^''^:ir+-)^ 



da ^^^'^ 36 
da +^'*'^ db 



u = *Gil-+4,j,.-|.+...) 



ist, folgende Gleichungen: 



♦-|- = H - iiM-^)'^, 
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Multiplicirl man diese Gleichungen der Reihe nach mit a, b, c . . . , so erhält man 

X.i = j. 
Multiplicirl man aber die rechts stehenden Gleichungen der Reihe nach mit 

-^ liL iJL iM. ^J 
de ' ^ öd ' * öc ' ^ db ' da ' 
so kommt: 

2 *V*Öa de * öd 06 "^^Vöc//"" 18* 
Aus beiden Gleichungen zusammen folgt 

^=f = W' """^ »' = 27/', 
was zu beweisen war. 

Man kann sonach für die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
das folgende Theorem aufstellen: 

Theorem XVffl, 
Wenn man die Grössen Ui^ th^ fh so bestimmt, dMs der Gleichung 

Qs = J^Ps (vgl. 7) 
für alle Werthe der s Genüge geschieht, so sind «j, «2, «3 die Coordi- 
naten einer Doppeltangente der Curee vierter Ordnung. 

Hieran knüpft sich ein anderes Theorem. Lassen wir an die Stelle der s irgend 
andere Grössen / treten, so muss für dieselben Doppeltangenten auch 

sein, wo ^^ da es nach dem Vorigen von den Grössen s und t unabhängig 



*) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit die beiden folgenden Darstellungeni welche 
vielleicht nicht bekannt sind, und wo z/ die Determinante von y ißt, dividirt durch 36: 

nach welchen die obigen Bedingungsgleichungen einfach dahin aasgesprochen werden 
können, dats ihnen zufolge die Determinante von q> sich von <p selbst nur durt^ einen 
Constanten Factor unterscheide, 

7* 
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ist, unverändert bleibt. Oder es ist: 

QsPi-QiP. = 0. 
Dies ist die Gleichung eines Systems von Curven zehnter Classe, welche die 
Grössen s, t als willkürliche Parameter enthalten ; und alle Curven des Systems 
werden offenbar von den Doppellangenten der Curve vierter Ordnung berührt, 
da 'für diese die Functionen Q^ — ^P^y Qt—^Pt unabhängig von den Werthen 
der 8 und t verschwinden. Man hat also den Satz: 

Theorem XIX. 
Die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung sind zugleich gemeifi- 
schaftliche Tangenten sämmtlicher Cureen des Systems eon Curven zehnter 
Klasse: 

Q..Pi-Qt.Ps = 0, 

in welchen die Grössen t und s willkürliche Parameter bezeichnen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass dies System offenbar keine anderen, allen 
Curven gemeinschaftlichen Tangenten zulässt. 

§. 15. 

Das Problem, eine Curve n*^' Ordnung in Liniencoordinaten darzustellen, wird auf eine 
grössere Anzahl von Variablen aasgedehnt. 

Das in §. 11 behandelte Problem ist nur ein specieller Fall eines Pro- 
blems, welches durch die gegenwärtige Betrachtungsweise zwar nicht, wie 
jenes, vollständig erledigt wird, welches aber dennoch durch dieselbe eine 
wesentliche Reduction erfährt^ und dadurch in eine Form gebracht wird, welche 
vollständige Gradbestimmungen ermöglicht. 

Es sei f eine homogene Function von r Veränderlichen Xi, X2^ ... x^; 
und die Aufgabe bestehe darin, aus den Gleichungen 

[ df _ df _ df _ 

I U = UiXi+U2X2-^''' + UrXr = 

die Veränderlichen a^i, a^z, . . . o?;. zu eliminiren. Die Gleichungen (1.) kann 
man aber ersetzen durch die Gleichung ti = zusammen mit der symbolischen 
Gleichung 

oder kürzer: 

S(f-u) = 0. 
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Führt man nun in f statt der Veränderlichen Xi, a^a, . . Xr neue Ver- 
änderliche u, -^1,^2, ... Xy^i ein, welche mit jenen auf lineare Weise zu- 
sammenhängen, so nimmt diese symbolische Gleichung die Gestalt an: 

und hieraus /folgen die Gleichungen: 

du ^' 



dX, "" "' ÖJf, "" "' • • • ÖX,^, 



Von diesen aber kann man die erste fortlassen, da die linken Theile der an- 
deren mit Hülfe der Gleichung n = in homogene Functionen der Veränder- 
lichen -STi, -Xj, . . . -Sr,_i übergehen, und also zur Elimination dieser r— 1 
Veränderlichen vollkommen ausreichend sind. Auf diese Weise kommt dann 
die Aufgabe, aus den Gleichungen (1.) die Grössen o; zu eliminiren, auf die 
andere zurück, aus den Gleichungen 

die X zu eliminiren, wo ^ eine Function bedeutet, welche aus f durch Air- 
wendung der linearen Gleichung w = abgeleitet wird. Ob man die Gleichung 
II = zur Umformung von f vor oder nach der in Bezug auf die X auszu- 
führenden Differentiation anwendet, ist deswegen gleichgültig, weil bei dieser 
Differentiation u als constant angesehen wird. 

Das Resultat der Elimination aus (2.) ist eine Invariante von ^; und 
die Aufgabe besteht, wenn diese gefunden ist, darin, dieselbe durch die Coef- 
ficienten der gegebenen Function f auszudrücken. Dies geschieht aber wieder 
mit Hülfe des Theorems VH.; und demgemäss kann man den Gang, der zur 
Lösung des in den Gleichungen (1.) enthaltenen Problems einzuschlagen ist. 
in folgendes Theorem zusammenfassen: 

Theorem XX. 
Um aus den Gleichungen 

df _ df _ df _ 

UxXi + U2X2'\ hUrXr = 0, 

1V0 f eine homogene Function der x eon der i»'*'» Ordnung ist^ die r Grössen 
X ssu eliminiren, bilde man zunächst die Eliminationsgleichung für das System 
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wo ^ eine Function der r—i Grössen X ron der «'*" Ordnung bedeutet^ 
und setze sie in die symbolische Form 

(3.) = 2:xn{2±a,b,...nr^,). 
Sodann ist die^ durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent- 
stehende Gleichung 

(4.) = 2in{2±a,b,,,,n._,Ur) 
die symbolische Form der gesuchten Eliminationsgleichung ^ und man erhält 
aus derselben die wirkliche Gleichung^ indem man die Producte 

aittk... = 6,6|... etc. 
durch die entsprechenden Coefßcienten der gegebenen Function f ersetzt 
Die aus dem System (2.) hervorgehende Endgleichung ist aber nothwendig für die 
Coefficienten jeder Gleichung vom {n—Xj"^^'^'' Grade, mithin vom (r— l)(ii— t/"'^*'" 
Grade in Bezug auf die Coefficienten von ^. Von demselben Grade muss 
also auch die Endgleichung des Systems (1.) in Bezug auf die Coefficienten 
von f sein. Da ferner die erstgenannte Endgleichung (3.) in Bezug auf die 
symbolischen Coefficienten vom Grade «(r—l)(«— !)'""• sein muss, so ergiebl 
sich daraus die Anzahl der Determinanten, welche in jedem Gliede der Form (3.) 
mit einander multiplicirt erscheinen, gleich i»(»— l)*^""^, und dies muss also der 
Grad der Endgleichung (4.) des Systems (1.) in Bezug auf die u sein. Diese 
Bestimmungen geben folgendes Theorem: | 

Theorem XXI. 
Die Gleichung, welche am dem System 

df _ df _ df _ 

UiXi + U2X2+'*'+UrXr = 

durch Elimination der x hervorgeht, i^t, wenn f eine homogene Function 
n^^'' Ordnung bedeutet, von der Ordnung (r— 1)(«--1)''""^ in Bezug auf die 
Coefßcienten von f, und von der Ordnung n(«— 1)'^"^ in Bezug auf die 
Coefficienten u. 

§. 16. 
lieber die Darstellung der Oberflächen n^^'' Ordnung durch Gleichungen in Ebenen- 

coordinaten. 

Da diese Resultate auf den Fall r=:=:3 im Vorigen bereits angewandt 
sind, so ist der nächste Fall der Anwendung, welcher sich darbietet, r = 4. 
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oder die Aufgabe, eine Oberfläche durch Ebenencoordinaten darzustellen. Die 
Specialisirung des Theorems XXI. giebt für diesen Fall sofort: 

Theorem XXII. 
Die Gleichung einer Fläche n^^ Ordnung in Ebenencoordinaten ist 
eom Grade n{n—\f in Bezug auf die Ebenencoordinaten selbst^ und rom 
Grade 4(w— 1)^ in Bezug auf die Coeffidenlen der Punktgleichung. 

Die erste dieser Zahlen hat, auf einem ganz anderen Wege, Herr Salmon er- 
halten (Transactions of Ihe royal Irish academy, vol. XXIII, p. 464). 

In Bezug auf das Theorem XX. ist zu bemerken, dass die aus dem System 

entspringende Endgleichung nichts anderes ist, als die Bedingung, unter welcher 
eine Curve w*" Ordnung ^ = einen Doppelpunkt hat, und somit lässl sich 
dies Theorem folgendermassen spccialisiren: 

Theorem XXIII.- 
Um eine Oberfläche n'^ Ordnung in Ebenencoordinaten darzustellen, 
bilde ntan die Bedingung , unter welcher eine Curve n^^ Ordnung einen 
Doppelpunkt hat, und setze sie in die symbolische Form 

= -TA /7(-2'± 0,62^3). 
Dann ist 

= :skn{:s±aib2Cju^) 

die symbolische Form der gesuchten Gleichung der Oberfläche. 

Es ist zu bemerken, dass die hier geforderten Operationen, in Folge der von 
Herrn Sylvester aufgestellten Methode, drei Veränderliche aus drei homogenen 
Gleichungen von gleichem Grade zu eliminiren, sämmtlich bekannt sind. Man 
kann also die Aufgabe, eine algebraische Fläche durch eine Gleichung in Ebenen- 
coordinaten auszudrücken, im Princip als erledigt betrachten; wenn ich indess 
hier nur die zweite und dritte Ordnung näher beleuchten werde, so geschieht 
es deswegen, weil die Doppelpunktsbedingung für höhere Ordnungen bisher in 
einer vollkommen übersichtlichen Form nicht hat gegeben werden können. 

Die Bedingung, unter welcher ein Kegelschnitt 
(*iixl + 2ai2XiX2+''*+azixl = 
einen Doppelpunkt erhält, ist bekanntlich 
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«11 ai2 aj3 

«21 ÖW «i3 = 0. 
«31 «32 «33 

Ftihri man in dieser Gleichung die symbolischen Subslilutionon ein: 
so erhält man zunächst : 
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oder, wenn man die a, b, c auf alle Weisen mit einander vertauscht und die 
Summen aller entstehenden Formen nimmt: 



0. 



Daher ist die symbolische Form für die Gleichung einer Fläche zweiter Ord- 
nung in JLiniencoordinaten : 

Ui f^2 ^ ^4 ^ 
(fl «2 03 »4 

61 62 63 64 

Ci C2 Ci C4 



0. 



oder, wenn 



aiix] + 2ai2XiX2 + "*+a^xl — 



die Punktgleichung der Oberfläche ist, und man wieder durch die symbolischen 
Substitutionen 

zu wirklichen Coefficienten zurückkehrt. 



«11 «12 «13 «J4 Wl 

flr,| 022 »'3 «24 «^2 

Ö3I «32 aj3 «34 Wj 

«41 Ö42 «43 «44 W4 

^1 1^2 ^3 ^4 

wolchos die bekannte gewöhnliche Form ist. 



= 0. 
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§. 17. 

Oberfläche dritter Ordnung in Ebenencoordinaten dargestellt. 

Herr Aronhold bat die Bedingangsgleichung für den Doppelpunkt einer 
Curve dritter Ordnung in der Form 

r-S' = 
gegeben, wo die Invarianten T und S definirt sind durcb die folgenden beiden 
symbolischen Darstellungen (dieses Journal Bd. 55, p. 106 und 145): 
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Ol Oi (h 




bi 62 63 




Ci C2 Cj 




d, d, d. 


bi 62 *3 


• 


Ci C2 C3 


• 


d, d, d. 


• 


«1 üi Gy 


Ci C2 C3 




dl di dz 




Gi (h (h 




bi 62 *3 



«1 »2 «3 bi 62 63 Ci C2 C3 /; /j /3 

r = ^ 61 bi b^ ' Ci C2 C3 • 61 62 ^3 • «1 »2 Ö3 

Ci C2 C3 rf| rfj ^3 «1 Ö2 »2 bi 62 63 

Setzt man also jetzt: 



di d, d,' 

6i €2 63 



«1 


«2 


«j «4 




Ol 


«h 


03 O4 




61 


6. 


63 64 




Cl 


C2 


Cj C4 





«1 «J »j «4 




6, 6i 63 64 




Cj Cj C, C4 




rfi rfj rfj rf, 





«I »2 «fj »4 




Ci Cj Cj C4 




rfi rfj rfj rf« 




ai a^ «3 04 





«1 


«2 «3 «4 


rf. 


di di dt 


Ol 


Oj ch a« 


61 


bj 63 64 



Ui fh th U^ 




öl «2 03 «4 




61 62 63 64 




Ci C2 C3 C4 





«1 fl2 «3 «4 




6i 62 ^3 64 




Cl ^2 C3 C4 




rfl ^2 ^3 ^4 





^ = \ 



f^l tf2 tl3 fl4 fli fl2 «3 fl4 «li t^2 ^3 ^14 

C, C2 C3 C4 /; /2 /*3 A «fl 4l rfs ^4 

Cl €2 63 64 «i 02 üz O4 ^1 ^2 ^3 ^4 

o, a2 03 04 6| 62 63 64 /i /i /a A 
und ersetzt in diesen Formen die Producte 

ö/öAÖA, bibi^bn, . . . fifkfh 
durch die entsprechenden Coefßcienten der Gleichung einer Fläche dritter Ord- 
nung, so ist die Gleichung dieser Fläche in Ebenencoordinaten nach dem Vorigen 

Dies ist eine ganz ähnliche Form wie die oben für Curven vierter Ordnung 
gefundene. Es mag dabei bemerkt sein, dass man diese Gleichung in anderer 
Form auch genau ebenso aufstellen kann, wie Herr Hesse dies in Bezug auf 
die Curven vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 41) gethan hat. Doch sind 
jene Darstellungen von den hier gegebenen so verschieden, dass der Nachweis 
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einer thatsächlichen Uebereinstimmung beider Formen zu den schwierigsten 
Problemen der Algebra gehören dürfte. 

Von den beiden Formen JS*^ T ist die erste vierter Ordnung in Bezug 
auf die Veränderlichen u und ebenso in Bezug auf die Coefficienlen der ge- 
gebenen Fläche, die andere in beiden Beziehungen sechster Ordnung. Die 
beiden Gleichungen, welche entstehen, indem man diese Formen gleich Null 
setzt, stellen selbst zwei Oberflächen dar, welche mit der gegebenen Fläche 
in einer einfachen Beziehung stehen. Denn die Tangentenebenen der Fläche 
-5^=0 sind offenbar solche Ebenen, welche die gegebene Fläche in Curven 
schneiden, für die S = ist; so wie die Tangentenebenen von T = die ge- 
gebene Fläche in Curven schneiden, für die T=0 ist. Da nun, wie ich in 
einem früheren Aufsatz nachgewiesen habe, die geometrische Bedeutung von 
S = darin besteht, dass die Wendelangenten der Schnittcurve zu drei durch 
drei Punkte gehen, sowie die Bedeutung von T=0 darin, dass die Schnitt- 
curve und ihre Determinante wechselweise von ihren Wendetangenten berührt 
werden, so kann man folgendes Theorem aufstellen: 

Theorem XXIV. 
Alle Ebenen, eon denen eine Fläche dritter Ordnung so geschnitten 
wird, dtiss die Wendetangenten der Schnittcurve zu dreien durch drei 
Punkte gehen, umhüllen eine Fläche vierter Klasse 

2 = 0. 
Alle Ebenen hingegen, von denen die Fläche so geschnitten wird, dtiss 
die Schnittcurve und ihre Determinante jede die Wendetangenten der an- 
deren berührt, umhüllen eine Fläche sechster KUisse 

T = 0. 
Aus den Ausdrücken 2 und T setzt sich die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung in Ebenencoordinaten so zusammen, dass sie die Gestalt annimmt: 

(1.) T-2:^ = 0. 

Die gemeinschaftlichen Tangentenebenen der beiden Flächen ^ = 0, 
T = sind daher auch Tangentenebenen der Oberfläche dritter Ordnung selbst. 
Die Fläche aber, in welche dieselbe, durch das Hinzutreten neuer Zweige, bei 
ihrer Darstellung in Liniencoordinaten übergeht, geht, wenn man Tangenten- 
ebenen betrachtet, welche den gedachten sehr nahe liegen, über in 

(dTf = 0. 

Dies bedeutet nichts anderes, als dass jede dieser Ebenen zwei verschiedene 
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Zweige der Oberfläche (1.) in demselben Punkte berührt, und zwar in dem- 
selben Punkte, in welchem auch die Fläche T = von jenen Ebenen berührt 
wird. Diese Berührungspunkte aber kann man noch in anderer Beziehung 
betrachten. Denn für die Schnitlcurve der fraglichen Ebenen mit der gege- 
benen Fläche dritter Ordnung verschwinden beide Invarianten iS und T, und 
diese Curven haben also im Berührungspunkte einen Rückkehrpunkt; diese 
Punkte aber bilden bekanntlich die Wendecurve der Fläche, in welcher die- 
selbe von der Delerminantenfläche geschnitten wird. Längs dieser Curve also 
berühren sich zwei Zweige der Fläche 

V-2:^ = 0, 

und auch die Fläche T = geht durch die Wendecurve hindurch. Ich fasse 
diese Bemerkungen in folgendem Theorem zusammen: 

Theorem XXV. 
Die Oberfläche, welche aus einer Fläche dritter Ordnung bei ihrer 
Darstellung durch Ebenencoordinaten entsteht, enthält zwei Zweige, 
welche sich in der Wendecurve der Fläche dritter Ordnung berühren. 
Durch dieselbe Curve geht auch die Fläche sechster Klasse T = 0^ C^gl. 
das vorige Theorem); und die Tangenlenebenen der Oberfläche in den 
Punkten der Wendecurve berühren nicht blos jene beiden Zweige, sondern 
in denselben Punkten auch die Fläche T = 0. Dieselben berühren femer 
auch JS*=0, und zwar bilden sie das vollständige System von gemein- 
schaftlichen Tangentenebenen, welches den Flächen JS'=0, T=0 zukommt, 

§. 18. 

Ebener Schnitt einer Oberflache n^"^' Ordnung in Ebenencoordinaten dargestellt. 

Das Problem des §.15 kann man noch etwas verallgemeinern, und 
zwar in folgender Weise. 

Es sei f eine Function n*" Ordnung mit r Veränderlichen ar^, ojj, ... ar,. 
Seien ferner folgende s lineare Ausdrücke gegeben: 

(1) U) , (1) , 1 (O 

fl^^ = u\'Xi + U^'X2-\ f-ttr Xr, 

(2) (2) , O) , , (2) 
U"' = Ui Xi+Ui X2-\ h«r ^ry 



fi^' = u\'xi+ui'x2-] \'uyxr, 



wo s<Cr sein soll. Das gegebene System soll dann aus den Gleichungen 
' (1.) i|0) = 0, «(^^ = 0, ... «^•> = o 



8 
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bestehen und aus den Gleichungen: 

-^ z= fi Ui +fi Ui H h/^ Wi 9 

Öf (1) (1) , (2) (2) , , (6) is) 

^^ =^ fj> Ur +fl Uy + '"+f4>'Ur\ 

in welchen /j^^^\ ijP\ . . . /i^*^ unbestimmte Factoren bedeuten. Diese letzten 
Gleichungen kann man wieder in die symbolische Form zusammenfassen: 

(3.) ^f = fi^'^du^'^+^i^'^du^'^+'^'+fi^'^U'l 

Führt man also als unabhängige Veränderliche u^^\ u^^\ ... u^*^, Xi^ X^? . • ^r-« 
ein, so verwandelt sich mit Rücksicht auf (1.) die Function fin eine Function /;, 
der r—8 Veränderlichen Ai, -Y,, . . . X^^,, und aus der symbolischen Glei- 
chung (3.) erhält man: 

Die Aufgabe ist also auf die Elimination der X aus diesen Gleichungen zurück- 
geführt, und mit Hülfe des Theorems VIII. wird also die Elimination der x 
aus den Gleichungen (1.), (2.) auf folgende Weise zu bewerkstelligen sein: 

Theorem XXVI. 
Um aus den Gleichungen 

l-Q^ = /^ «1 +fi fii i tfi Ui , 



(4.) 



df <i) (1) , (») (») , , (») («) 

df (1) (1) , (2) (J) , , («) (») 



..P) . 



..(^) 



.w. 



u':'x,+iA'x^+"'+<'xr = 0, 



too feine homogene Function der x Don der »"" Ordnung ist, die Grössen x, ,u 
SU eUnmuren, bilde man zunächst die EliminationsgieichuHg für das System 



iL — n ^ — 



dto _ 



dXr. 



= 0, 
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tt?o /J, eine homogene Function der r—s Grössen X von der »'•" Ordnung 
bedeutet^ und setze sie in die symbolische Form: 

(5.) = ^in(2:±a,b2...nr-,). 

Sodann ist die, durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent-- 
stehende Gleichung: 

(6.) = -S-Ai7(i' + a.6,...»,_.«il+,«r^,+,. ..«!."') 

die symbolische Form der gesuchten Eliminationsresultante; und man erhält 
aus derselben die wirkliche Gleichung^ indem man die Producte 

aiOk... =bibi^.., etc. 
durch die entsprechenden Coefßcienten der gegebenen Function f ersetzt. 

Der wirkliche Werlh der Gleichung (5.) ist für die Coefficienlen von ^ von 
der (r— «)(»—!)' "*■■**'*" Ordnung; und von eben dieser Ordnung muss also 
auch (6.) für die Coefficienlen von f sein. Der Ausdruck (5.) ist aber als- 
dann auch von der Ordnung «.(r— «).(w— 1)'^~*~* für die symbolischen Coef- 
ficienlen; und in jedem seiner Terrae kommen also w.(«— 1)'^""*""* symbolische 
Delerminanlen mit einander multiplicirt vor. Dies giebt sonach den Satz: 

Theorem XXVU. 
Die Endgleichung des Systems (4.) ist eom (r— «)(«— l)*^""*"^'*" Grade 
für die Coefficienlen der Function f, und vom «.(«— l)'^""*"*'«» für die 
Coefficienlen jeder der linearen Gleichungen, 

Diese Betrachtungen finden in der Raumgeoraetrie eine Anwendung, wenn 
raan r = 4, s = 2 setzt. Denn alsdann wird f—0 die Gleichung einer Ober- 
fläche »**' Ordnung, und von den beiden linearen Gleichungen, welche hier durch 

U = UiX^ + UiXi + U^X^+U^X^ = 0, 

€? = ViXi-\-V2X2'\'ViX3-\-V^X4 = 

bezeichnet sein mögen, bezeichne die erste eine beliebige, die zweite eine 
gegebene Ebene. Das System (4.) drückt so aus, dass die Ebene u=0 die 
Schnittcurve von /'=0, €? = berühre; und die Eliminationsgleichung wird 
die Gleichung der ebenen Curve, in welcher /'=0, v = sich schneiden, in 
Ebenencoordinaten. Man hat daher das 

Theorem XXVUI. 
- Um die Gleichung der Schnittcurve einer Ebene 

mit einer Oberfläche n^ Ordnung f=0 in Ebenencoordinaten zu bestimmen, 
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stelle man die Bedingung^ unter welcher eine Gleichung n'^ Ordnung zwei 
gleiche Wurzeln hat, in der symbolischen Form dar: 

= :£in{:s±aib2). 

Es ist dann 

= -2'A/7(-2'±ai6,ff,r4) 

die symbolische Form für die gesuchte .Gleichung ^ und man findet die wirk- 
liche daraus, indem man für die Producte 

aiaf,... = bibi,,.. 
die entsprechenden Coefficienten der Oberflächengleichung einsetzt. 
Und aus dem Theorem XXVII. erhält man sogleich: 

Theorem XXIX. 
Die Gleichung der Schnittcuree einer Ebene mit einer Oberfläche 
n'^ Ordnung in Ebenencoordinaten i^t eon der 2{n—\y^ Ordnung für 
die Coordinaten der Oberfläche, von der «.(«— 1)'*" für die Ebenencoor- 
dinaten und für die Coefficienten der gegebenen Ebene. 

Offenbar kann man auch, statt die symbolische Form der Bedingung 
zweier gleichen Wurzeln zu benutzen, von der symbolischen Form der Glei- 
chung einer Curve in der Ebene durch Liniencoordinaten dargestellt ausgehen, 
jede ihrer symbolischen Determinanten um eine Reihe erweitern, und als neue 
Reihe die Coefficienten der Schnittebene hinzufägen. In dieser Weise erkennt 
man, dass jede Darstellung einer ebenen Curve in Liniencoordinaten, welche 
als rationaler Ausdruck einfacherer Invarianten erscheint, eine eben solche 
Darstellung fär ebene Raumcurven gleicher Ordnung bietet. So ist z. B. 
jeder Schnitt einer Oberfläche vierter Ordnung mit einer Ebene durch eine 
Gleichung der Form 

darstellbar, weil die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in Liniencoor- 
dinaten diese Gestalt annimmt. 

Die angeführten Beispiele und Sätze werden genügen, um den Nutzen 
erkennen zu lassen, welcher sich aus der Anwendung der hier befolgten 
Methode für die Erkenntniss des Formenzusammenhanges gewinnen lässt. 

Carlsruhe, im September 1860. 



63 



D^veloppeiuents relatifs au S. 3 des Recherches de 

Dirichlet sur un probl^me d'Hydrodynamiqne, 

voK 58^ pag. 181 et suivantes de ce JonmaL 

(Par M. F. Brioschi ä Pavie.) 



1« ±Je §. 3 de Timportant memoire de Dirichlet est consacre a de* 
monlrer que le mouvement de Tellipsoide fluide peut se decomposer en deux 
mouvements simples, Tun de translaiion, l'autre de rotation autour d'une droile. 
La comiaissance des vitesses qui composent ces deux mouvements depend de 
la determination des cosinus des angles que trois axes nouveaux des i^ rj^ ^ 
forment avec les axes donnes des x, y, z; ou enfin de la resolution d'une 
equation du troisieme de^e. Bien que cette d^composition comme Ta dejft 
observe Dirichlet ue soit pas d'une ulilile reelle pour la Solution du probleme, 
nous croyons neanmoins qu'elle jette assez de clarte sur la question pour nous 
engager a Tapprofondir. 

En adoptant les signes de Dirichlet on a pour les vitesses Uy «, er les 
valeurs (equations (1.) du §. 3): 

u = gx + hy-\-Hy v = g'x + h'y+k'z, to = g"x+h"y + k"z, 
que Ton peut presenter sous la forme suivante: 

u = 9X + ^{h+g')y + i(k+9l^ + \(k^g")z-^i(g^^h)y, 

io = i(/+*)^+*(A" + *')y + *"Ä + i(r-*')y-i(Ä-/)a?. 
En posant 

(1.) y=i(Ä"-*'), <r' = KA-n r'=^W-h\ 



on aora donc 
et 



« = »i4-»2? «' = «'i+»2i w = v}i-\-v)i 



On pourra par conseqaent snpposer le mouvement de Tellipsoide ddcompose 
en deox mouvements; Tnn de translation d^fini par les vitesses «i, Oi^ «>, 
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paralleles aux axes des a?^ y, z; Tautre de rotation defini par les vitesses 
angulaires p', q', r' autour des mömes axes. Rapportons ces mouvements aux 
trois nouveaux axes des ^, ty, ^; et soient Py q, r les vitesses paralleles a 
ces axes, on aura avec Dirichlet: 

q = ßu,+ß'v,+ß"fv,, ri = ßx+ß'y + ß'^ 

Subsliluons pour «i, €?i, Wi les valeurs (2.) et faisons 

iOig + ^a'{g' + h) + ^a"{g" + k) = aa, 
(4.) ia(A+i7') + «'A' + i«"(A'' + *') = ««'. 

oü a designe une indeterminee ; posons encore les deux systemes d'equations 
analogues ä (4.) que Ton obtient en reinpla9ant a, a\ a'\ a d'abord par 
ft, /:?', ß", b et puls par y, y\ y", c, nous aurons 

p = a(«j?+«V + «"«), q = b(ßx + ß*y+ß"z), r = c{yx+yy+fz) 
ou a cause des relations (3.): 

(5.) p = a^, q = bri, r = c^, 
En multipliant les equations (1.) par l^ l\ l" on a: 

.-.,,,,„, , / rfm , , dm' , „dm" dn , dnl „ dn"\ 

mais des equations differentielles du probleme (equations (2.) pag. 190) on 
obtient par une premiere Integration: 

donc: 

V + AV + i'V = p„ 
et de meme: 

On en deduit 

p = lp,,+mq^,+nr^,. q = l'po+m'qu+n'r^,, r' = rpn+m'^q^ + n^^ 

et comme pour / = les equations 

/ = m' = n" = 1, /' = /" =m = m" = w = w' = 

ont lieu, on en conclut que les constantes p„, ^t,, r,, sonl les valeurs cor- 
respondantes a / = des vitesses angulaires p'y q\ r\ Soient p^^ q^^ n les 
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vitesses angrulaires autour des axes des S, rj, t on aura evidemment: 

(J»i = p»(la + l'tt' + l"tt")-\-q„{ma+m'a' + m"a")+ro(na + n'a' +n"a"\ 
(7.) U = Po(lß+Vß'+rn+qoimß+fn'ß'-{-m''ß'')+r,inß+n'ß'+n''ß'^ 
I r. = p»(lr + iy+l"r") +qu{mr+my+m'Y)+r,,(ny+Hy+ny"). 
Au moyen des relations 

il(g'+h)+n'+il"(k'+h")=kO-'^ + f^'^ + v'^) = E', 
*/(/+*)+ hl'(h"+k')+l"k" = i(r-^+^"-f^ + v"-^) = E" 
les equations (4.) peuvent dtre mises sous la forme suivante: 

,Ea+E'a' + E"tt" =.a{la +/'«' +/"«''), 

(8.) )FaJtF'a!+F"a" = a(i»«+i»V+»»"a"), 

(Ga + GV + GV = a(«a +»'«' + «"«"), 

oü les quantites F, G etc, sont donnees par les equations 

Posons: 

i a=AJ +Aim+A3n, ß =Bil +Bim-\-Bin, y=Cil +C2m+C3tt, 
(9.) \a'=AJ'+A,m'+Ajtt', ß' =Bil'+B,m'+B3n', y' =CJ' +(^m'+C,n', 

t a"=AJ"+A,m"+A,n", ß"=BJ"+Bjn"+B,n", /'=C,/"+C,ot"+C,«", 

on aura: 

etc., 
par coiisequent les ecpiations (8.) deviennent: 

j(i^-,p)A+a^-.«')A+af -0')^. = «, 

(m (if-»Ä')^.+(if-«e)A+(iT-'')'*- = «• 

((l*l-a()OA+a^-«PO^.+Gl-««>. = •' 
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et les indeterininees a^ b, c seront les racines de requation en 6: 



(11.) 



dP 



.dB! 



dQ> 



Pö-i-^ Ä'ö-i^ Q'e-i^ 



dK . dQ 



Ä'<^-i^ Q^-^ 



Q'B-^^ F'B-^^ RS-^^ 



= 0. 



D'apres un theoreme connü ces racines sont toules reelles; de plus le coef- 
ficient de d^^ c. a d. le determinant 

P B! Q' 

^ B! Q P' 

Q' P' R 

est egal ä Tunite, et le coefficient de 0^, qui est la derivee de ce determinant 
prise par rapport au temps est egal ä zero. Ou a par consequent: 

a+b+c = 0. 

Les equations (10.) et Celles qui leur sont analogues, conjointement avec les 
equations 

donneut en general les valeurs de -4i, -^j, . . . et les equations (9.) donnent les 
valeurs de a, a\ , . . . Enfin si des equations (3.), (9.) on tire les suivantes 

flX + fi'y-\-lj!*Z = -^al+^aT^ + Cj?, 

on en conclut que Tellipsoide fluide qui a lieu ä la fin du temps t, rapporte 
aux axes des |^ t]^ ^, est represente par Tequation: 

(12.) -^^{A,^+B,n+CXf+-^r{A,^+B,ri^-C,^^^^ = 1. 

!9» Fassons ä la consideration d'un cas particulier tres- interessant. 
Supposons qu'au commencement du temps / les axes mobiles des S^ ij^ ^ co-* 
incident avec les axes fixes des x^ y^ z; et que les axes des ^y rj, ^ soient 
pour toute la duree du mouvement les directions des axes principaux de 
Tellipsoide. Pour que la premiere condition soit remplie il faut que Ton ait 

(13.) (A)ü = (ß0ü = (C3)u=l, (^2)u=(-43)o=(5|)ü=(53)o=(Cx)ü = (C,)o = 0; 

et fequation (12.) montre que Ton peut satisfaire ä la seconde condition en 
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supposant que poup loute la duree du mouvement <m ait 

A2 = A3 = Bi = B, = Ci = C,=: 0. 

Des equations (10.), (11.) on d^duil que celle derniere hypothese entralne les 
conditions suivantes: 

^ = 0, (?' = 0, R' = 0, 

n = -l-^ ._J_rf(? ._ i dR 
2P dt ' '*- 20 dt ' ''-'zWdT' 

de plus, comme les equations (9.) nous donnent: 

A'' — — W — ^ r"» _ * 

on voit que loutes les conditions (13.) sonl remplies et Ton aura: 

(14.) a = Jp, ß = ^, y = ^, eu. 

Enfin en posant: 

A)/P=U, ß)/<?=n C]fR=}V 

l'equation de Tellipsoide rapportee aux axes des f, rj, ^ sera: 

i' V* t* 

U* ^ V* ^ W* — -^9 
et les vilesses de Iranslalion et de rotation (equations (5.) et (7.)) seront 

P " U dt ' 9 ^ V dt ' ^ " WW' 

En designant par o^o, ^o, z^ les valeurs initiales ^e x, y^ z pour lesquelles 
Dirichlet a adopte les letlres a^ b, c, et par 1,, 9 ^0 9 Si Celles de |, 77, f on a : 

^0 = bü9 Jfo = ^0 9 ^0 = bo 9 





U~ A^ V - B'> W~ C 


et par consequent 




(16.) 





Dans le cas que nous considerons les equations differentielles ((a.) pag. 190 
du memoire de Dirichlet^ peuvent dtre transformöes, eu egard aux equations 
integrales (6.) dejä obtenues, et reduites aux six Equations suivantes: 

9* 
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d'ü 



I U 
V 

w 



dl* 

d*r 
dt* ' 

d*W 



(17.) 



dt* 
i dV 



/i dW 

hKrw 



U\to^-p]) = 2a-2eL, 
nw'-q]) = 2a-2sM, 
WiaP-rl) = 2a-2tN, 
-är) + 9iri = 0, 



9*\W dt 
dU 



W 



1 <*t/\ , rt 



fi dU i dV\, n 



auxquelles il faut ajouter röquaüon: 

UVW = ABC. 
Les quantites co, L, M, N sont donnees par les equations 

«>* = pl+9l+rl, 

^ = +/i(»+^)0+-^)0+-^)!- 

Des trois dernieres equations (17.) on deduit la suivante: 

q]rl+rlp]+plql = 0, 

donc pour toute la duree du mouvement ou les trois vitesses angulaires autour 
des axes mobiles sont nuUes ou du moins deux d'entre elles. Dans le premier 
cas les Cosinus a, a\ ... sont, comme on sait, independants du temps, par 
consequent pour toute la duree du mouvement les axes des ^^ 17^ ^ sont 
paralleles aux axes des x^ y, z. Les equations: 



U^ = 2o^2eL, V-^ = 2a-2eM, 



dt* 



dl* 



W^=2a--2eN, 



UVW = ABC 

donneront les valeurs des demi-axes de Tellipsoide a la fin du temps t; les com- 
posantes de la vitesse paralleles aux axes des x^ y, z et la valeur de a, Quant 
aux valeurs des quantites l, /'^ ... on a evidemment ä cause des equations (14): 

/ = _, m--g-, n --^, 

tandis que toutes les autres sont nuUes. 
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Supposons en second lieu que pi et q^ s'evanouissent, mais que Vi soit different 
de zero. Posons 

et indiquons par (»o I» valeur de q correspondante a /=0, on a, comme oii sait. 

par consequent: 

AI Bm' f V Bm AV . , . „ W „, „ , .. 

La derniere des equations (17.) prouve que dans ce cas on a: 

A ^ B 
ou bien U, V et par consequent W constantes. Si Ton suppose A=B on 
ce qui est la möme chose U= V pour toute la duree du mouvemenl on a le 
cas discule avec tant de finesse par Dirichlet dans les §§. 6 — 8 de son 
memoire. Si Uy V, W soiA constantes on aura U=A, V=By W=Cy le 
mouvement de Tellipsoide se reduit alors ä un mouvement uniforme de rotation 
autour de Taxe des z^ et les equations (17.) donnent la valeur de la vilessr 
angulaire : 

et de plus requation de condition de Jacobi pour les demi-axes A, B, C: 

Enfin comme (> = ru/ on aura: 

/ = m' = cosro/, 111 = —/' = sin r,,/, »"=1, » = «' = /" = 1»" = 0. 

8» L'introduction des axes mobiles S, t], ^ peut faire envisager le 
Probleme de Dirichlet sous le point de vue d'une question de mouvement 

relatif. En effet les valeurs de -^, -^, -^ deduites des equations (3.) 

etant substituees dans les equations du mouvement des fluides: 

^-.if^4-^~0 £L^,^^^^f\ ^_.-?[^4._^~0 

de ^ dx'^ dx ' di* dy ^ dy ~ ^^ di^ ^ dz '^ dz '^^' 
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oü H est le potentiel, p la pression, on trouve 

, ^d'a , ^ d'ß ^d'r »/d| da dn dß dt dr \ 

\ ^ dl' '^^ dl* "^^ dt* '^^\dt dl ^ dl dt ^ dt dt ) 
, d*t , r, d*n , d*t dH dp 

d*a' d*ß> ^d*y q/dg da' dn dß' dC dy'\ 

,^^ ,. \^ dt* "^^ dt* ^^ dt* "'■*vdt dt '^ dt dt ^ dl dt J 

+ " -5«^+^^ "5^ + ^ -dF - '-di~-df' 

\.,d*a" , ^dV" , ^dy , ^^d| da'' , d>; d/y> , dg dy"^ 

* dt' "^^ d/* ' ^ dt* "'~'*vdt dl '^ dt dt ^ dt dt ) 

+" -W^P -dF^^ W - '-d^—dT 

Or en designant par />,, ^,, ri les vilesses angulaires autour des axes mobiles 
des I, ri, ^, avec l'esquelles ces axes mobiles passent de leur posilion cor- 
resppndanle au temps t a leur nouvelle position correspondante an temps 
t-\-dt, on a 

„ _ ^ <</* , ^' dß' , , y, dß" dr ,^,d/, „ dy" 

'•^-p-di+'^-dr+^ -w 

et par consequent 

d*a , ,dV , „d*a" , , , ,v d'/? ,d»/?' „d*ß" dr 

d'a , ^,dW ^„ dV „ „ , dr, ^ d'/J ,r,,d*ß'. r.,d*ß" , . , • 

d'o , ,dV , „dV d?, d'/J , ,d*/9' , „d'/S" , dp, 

d'r , id*/ , „d*r" , dg, 

'' d<» ;*^'' dt' +^ dt' ~ '^•'' dt ' 

d*r , rdV , „d'y" / 7 , jN 

donc en ajouliant les equations (17.*) apres les avoir multipliees respeclivement 
par les facleurs «, a', a"; ß, ß', ß" ; y, /, y", on oblienl: 
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-dF+^^'^'-dt-P'-dtJ+^-dT 



dr. 



"i-dt 
dp. 



-PiO-^o)' = e-^ 



dp 






dt 

dq. 



■qiO—rjio 



,t — 



dH 



dp 



dt 



■riO-W = e 



dv 
dH 



dtj ' 
dp 



d^ df ' 



ou 



De plus on aura: 






Nous nous bornerons ä appliquer ces formules au cas particulier considere ci- 
dessus. Dans ce cas Thypothese de Dirichlet revienl ä supposer: 



J. 
V 






JL — Ho. 
r ~ B'> 









dp _ 2a Co 
dC ~ WC 



U, V, f^ etant les demi-axes de Tellipsoide a la fin du temps t. On aura 
par consequent: 

dp 2ö_^ 

dt] V B "> 

et {Laplace, Mecanique Celeste T. 2, pag. 12): 

dH___2L^li_ i£__MV!L dH _ 2N g, 
di ~ U A ' dt] ~ V B ' dC ~ W C' 

Substituant ces valeurs dans les equations trouvees ci-dessus et egalant ä zeru 
les coefficients de !„? Vo^ &> dans chacune d'elles on obtiendra les neuf equations 
suivantes : 

lU^-ü\<o' -p\) = 2a-2eL, V^-V (w' - q]) = 2a- 2fM, 



dp _ 2a I, 
d| ~ U A' 



(19.) 



dt* 



2« * '^^,'^Pi 



dt* 



w 



d*W 



2pi 



1 dW 



dt 
dp, 



W dt 



dt 



dt* 

qin = 0, 

qiri = % 



fr(a)'-r?) = 2<T-2ciV, 
i dW . dq. 



2r. 



1 dU ,dr. 



U dt 



2r * ''»'a. 



dt 
dr. 



V dt 



dt 






dt 
dq, 



dt 



■r,pi = 0, 
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ftl ä cause de l'equalion (18.) on aura: 

UVW = ABC. 
Les six dernieres equalions (19.) nous donnenl: 

1 dV 1 dW\ , ^ V i dW i dV 



'.(■ 



V dl 



W dt 



\ , f. f i dW \ dU\ . f. 



C\ du i dV\. ^ 



de plus en observant que 

1 dU .'\ dV 



i dW 





\ dr, 
r, dt 



1 dW 
W dt 



U dl ' V dt ' W dt 
on aura: 

p. dt ~ U dt ' q, dt V dt ' 

ou en integrant: 

n — Ss.IT /i— ^r r — !^W 

On arrlve ainsi ä loules les formules Irouvees au n". 2. 

Jr. Nous ferons enfin brlevement remarquer une transformalion des 
equalions diiTerentielles de Dirichlel par laquelle elles peuvent 4lre reduites ä 
la forme canonique. Posons: 



Xi = lA, Xi = VA, Xi = l"A, 
iji = mB, tfi = m'B, y^ = m"B, 
Zi = nC, Äj = « C, Äj = « C, 



k = 



Xi Vi 


Si 


Xj 


y^ 


a, 


^3 


Vi 


«3 



= ABC 



et: 



^ = IfcyM-'+-^^-^+y'+•••+*^)+•((^) +(^) +"-+(^^ 



les equations differenlielles (a.) du memoire de Dirichlel (pag. 190) conduisent 
aux suivantes: 

d*s, _ dk 
dt' ~ d5, ' 
oü 



d\ _ dk 
dt* 



d*. ' 



d% _ dk 
dt* ~ dar, ' 



*=^+:^*> ^=2*;r/"^rf,. 



De la forme de ces equations differenlielles et de celle des quantites A, k 
on conclut immediatement qu'ä une Solution du probleme representee au moyen 
des equations: 
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X = Ix» + myo + na„ = j^x^,-^^y»-^^s„^ 

a = /"x„+«»"y„+«"a„ = ^a;„4-|-yo+-^»„ 
correspondra une seconde Solution representee par les ^quations: 

ce qui constitue le beau theoreme de M. Dedekind. 
Pavie, Novembre 1860. 
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Heber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids 
auf einer Ebene, bei welcher' die kleinsten Theile 

fthnlibh bleiben^). 

(Aus den hinteriassenen Papieren von C. Gf. J. Jacobi milgetheilt durch Herrn S. Cokn.) 



£jwei bekannte Karlenprojeclionen , die stereographische und Merca- 
torsche haben die Eigenschaft, dass sich alle Linien in der Projection unter 
denselben Winkeln wie auf der Kugel schneiden. Lambert wurde hierdurch 
auf die Frage geführt, allgemein die Projeclionsarten zu suchen, welche diese 
Eigenschaft haben. Er hat dieselbe in einer sehr lehrreichen Abhandlung: 
Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der Land*- und Himmetscharten 
S. 105 — 199 im dritten Theil seiner mathematischen Beiträge gelöst, und sie 
auch auf das abgeplattete Erdsphäroid ausgedehnt. Lagrange hat hiervon Ge- 
legenheit genommen, für alle Umdrehungsflächen die betreffende Differential- 
gleichung aufzustellen und auf die allgemeinste Art zu integriren. Endlich 
hat Gauss in einer von der Kopenhagner Academie gekrönten Abhandlung 
S. 5 — 30 im dritten Heft von Schumachers Astronomischen Abhandlungen die 
Differentialgleichung aufgestellt, auf welche die Aufgabe für beliebige Flächen 
führt, auch dieselbe für die speciellen Flächen zweiter Ordnung integrirt, die 
zugleich Umdrehungsflächen, Kegel oder Cylinder sind, für welche Flächen, 
wie man leicht sieht, diese Integration allgemein ausgeführt werden kann. Die 
Integration für beliebige Flächen zweiter Ordnung kann jedoch, wie ich bereits 
vor längerer Zeit in einer vor der Berliner Academie gelesenen Note bemerkt 
habe, mittelst Einführung der sogenannten elliptischen Coordinaten. auf Quadra- 
turen zurückgeführt werden. Ich will im Folgenden die hierauf bezüglichen 
Formeln naher entwickeln. 



*) In der hier vorliegenden Abhandlung hat Jacobi diejenige Anwendung der 
elliptischen Coordinaten auf das Problem der Kartenprojection vollständig durchgeftihrt, 
von welcher er im Jahre 1839 (Monatsbericht der Berliner Academie 1ö39, S. 64 und 
Bd. 19; S. 311 dieses Journals) die erste Andeutung gegeben hatte. 

Nachdem 1857 die philosophische Facultät der Göttbger Universität diese Durch- 
führung unter Bezugnahme auf die Jacobtsche Andeutung zum Gegenstand einer Preis- 
fri^e gemacht hatte, wurde von Herrn Ernst Schering eine Lösung geliefert; welche 
1858 als gekrönte Preisschrift erschienen ist. 
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Es sei die Fläche dadurch bestimmt, dass die drei rechtwinkligen Coor- 
dinalen ihrer Punkte^ x, y, z als Functionen zweier Grössen / und u gegeben 
sind. Es sei das Quadrat eines Linienelementes der Fläche gegeben«, 

dx'+dy^ + dz'' = Tde+2Udtdu+Vdu\ 

so hat man den Satz, deus die Grössen T, U, V hinreichen , das Elementar- 
dreieck zu bestimmen y welches eon drei unendlich nahen Punkten der Fläche 
gebildet wird, die den Grössen t, u; t+r, u+v; /+t'; u+v' entsprechen, wo 
T, t' unendlich kleine Incremente eon t, und v, v' unendlich kleine Incremente 
eon u bedeuten. 

Es seien nämlich A, B, C respective die drei Punkte der Fläche, so 
werden ihre Coordinaten 





X, 






y, 






«, 




x-\ 




dx 
- du ^' 


y-i 


'1-'^ 




a^ 


-^^ 


-t^' 


x-\ 


-^^H 


-^^'> 


y^ 


-t^^ 


du ' 


a4 


-^'^ 


■t^ 



wo nach der Voraussetzung 

(i)"+(t)"+(§)' = '-. 

8« 3« . 9y 9y , ö» ö» _ ,, 

dt du "•" 9< 5« "^ dt du ~~ ^' 

(l)'+(ä)'+(^)' = y- 

r 
m 

ab" = Tt' +2Urv +Vv', 
ÄC^ = Ti'^+2Ut'i/+Vv'^, 



Es wird hiernach 



ferner 

AB.ACosBAC = (^.+^.X^^+^^) 

= TrT'+U{rv'+T'v)+Vw', 
wie man auch leicht ans der Formel 

■ßC' = Tix-T'f+2UiT-T'){v-v')+V(v-v'f 

10* 
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findet. Es wird auch 

Ä^.ÄC'sin'BAC = 4(AABCy = {TV-lP){Tv'^T'v)\ 

welches die aus der Theorie der Multiplication der quadratischen Formen be- 
kannte Gleichung 

{Tx^+2Utv^- Kt;')(TT'^+2l/rV+ W^) 

= (TTT'+2l/(Tu'+r't;)+ VvvJ + {TV-'lP){xv' -x'vf 
giebt. 

Es folgt aus dem Vorstehenden, dass, wenn für eine andere Fläche 
Xy y, z andere Functionen von t und u bedeuten, und entsprechende Punkte 
diejenigen Punkte der beiden Flächen genannt werden, welche denselben 
Werlhen der Grössen t und u zugehören, die kleinsten einander entsprechen- 
den Theile der beiden Flächen einander ähnlich sind, wenn die drei Functionen 
r, U, V proportional bleiben. 

Bei Auflösung der Aufgabe, eine gegebene Fläche so auf einer anderen 
gegebenen Fläche abzubilden, dass die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben, 
genügt es, wenn man für die eine Fläche eine Ebene nimmt, welche die Ver- 
mittlung zwischen den beiden Flächen übernimmt. Denn kann man unter der 
gegebenen Bedingung jede Fläche auf einer Ebene und die Ebene auf jeder 
Fläche abbilden, so kann man unter derselben Bedingung auch jede Fläche 
auf jeder anderen abbilden. Man wird ferner die Aufgabe in ihrer ganzen 
Vollständigkeit lösen können, wenn man alle Correlationssysteme der Ebene 
selbst findet, die so beschaffen sind, dass die kleinsten Theile einander ähnlich 
werden, oder auf alle möglichen Arten unter der angegebenen Bedingung die 
Ebene auf sich selber abbilden kann. 

Es seien p und q die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der 
Ebene, so sind p und q als solche Functionen von t und u zu bestimmen, dass 

rf/+rfy^ = M(Tde+2Üdtdu+Vdu') 
oder 

(^)'+(#)'=".' (^)"+(Ä-)"=*n 

dp dp ,dqdq _ ^,r 

'dT'dir'^ dt du "" ^^' 
wo ^M die Grösse ist, mit welcher man die dem Punkte, dessen Coordinaten 
p und q sind, benachbarten Linienelemente der Ebene multipliciren muss, um 
die entsprechenden Linienelemente der gegebenen Fläche zu erhalten. 
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Da die Elemente dt und du ganzlich von einander unabhängig und 
dp + dq^—i und dp — dq^—1 lineare Functionen derselben sind, so kann man 
die Ausdrücke 

rfp + rfgy'— 1 und dp — dq^—l 

definiren als lineare Factoren des quadratischen Ausdrucks Tdt*+2Udtdu+Vdu', 
welche zugleich vollständige Differentiale sind. Dasselbe gilt von den Aus- 
drücken, welche man erhält, wenn man dp + dq^—i und dp — dq^—l noch 
mit beliebigen Functionen respective \on p + q^—i und p — q^—1 multiplicirt. 
Um daher p und q auf die allgemeinste Art als Functionen von t und u zu 
finden, verfalle man den gegebenen Ausdmck des Quadrats des Linieneletnentes 

Tdf + 2Udtdu+Vdu'' 

• 

in seine linearen Factoren, multiplicire jeden derselben mit solcher Function eon 
t und Uy dass er ein vollständiges Differential wird, und setze die beiden In- 
tegrale beliebigen Functionen respective von p-\-q^--\ und von p — q^—i gleich. 
Ich will als Beispiele die drei Fälle betrachten, in welchen die Fläche 
durch Umdrehung erzeugt oder ein Kegel oder ein Cylinder ist, und dann zu 
der Aufgabe übergehen, ein dreiaxiges Ellipsoid auf einer Fläche abzubilden. 

I. 

Abbildung von Umdrehungsflächen auf einer Ebene. 

Es sei 

x=^tcosu, y = tsinu, z = F{t)^ 

wie man für eine Umdrehungsfläche annehmen kann. Es wird dann das Quadrat 

des Linienelementes 

Tdt'+tUu\ 



wo 



J-^i+Cw)' 



eine Function bloss von / ist. Es werden hier 

^+d«^-i und ^-du^-i 
die integrablen Factoren, und daher 

9(p-qy-i) = T-«y-i, 

— - — , die allgemeinsten Gleichungen, welche zwischen p, q und 
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t, n Statt finden können. Setzt man 

so erhält man 

/> = T, q=-u, 

lind es wird t der Quotient des Linienelementes der Fläche und der Ebene. 

Es bedeutet in diesen Formeln die J5-Axe die Umdrehungsaxe, t den 
Halbmesser des Parallelkreises, u die Länge. Man erhält daher die der Mercator- 
scheu entsprechende Projectionsart, in welcher die durch die einzelnen Längen- 
grade gehenden Meridiane durch äquidistante Parallellinien abgebildet werden^ 
während die darauf senkrecht stehenden geraden Linien dem Aequator und 
den Parallelkreisen entsprechen. ' Setzt man dagegen 

f(x)^(p(x) = \ogx, 

so erhält man, wenn 

p = rcos(py q = rsin(p 

ffeselzt wird, 

logr = T^ (p = u, 

und es werden sich die entsprechenden Linienelemente der Projection und 
der Fläche, wie der Radiusvector und der Halbmesser des Parallelkreises ver- 
halten. Diese Projectionsart entspricht der stereographischen , weil in ihr die 
Meridiankreise durch gerade Linien dargestellt werden, die von einem Punkt 
ausgehen, der Aequator und die Parallelkreise dagegen durch Kreise, welche 
diesen Punkt zum Mittelpunkt haben. Die Curven, welche auf der Umdrehungs- 
fläche alle Meridiane unter demselben Winkel schneiden, werden in der ersten 
Projection gerade Linien, in der zweiten eine Art Spiralen^ deren Polar- 
gleichung 

a+ßr+ycp = 
ist. Lambert hat noch den Fall betrachtet, wenn 

f{x)^(p{x) = x'^, 
und Werthe von m angegeben, für welche die Formeln eine practische An- 
wendung fär gewisse specielle Zwecke finden, die man durch die Projection 
zu erreichen wünschen kann. 

II. 

Abbildung von Eegelflächen auf einer Ebene. 
Es sei 

x = tcosUf y = tsinncosvy is = /sintisinr^ 
wo r eine Function bloss von u bedeute, so wird die Fläche ein Kegel, dessen 
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Spitze der Anfangspuiikl der Coordinaleii isL Es wird hiernach 

dx' + dy' + dz' = de + fAdu\ 



wo 



^=i+.i.'»(^)- 



du 

eine Function bloss von u ist. Es werden daher die beiden inlegrablen Fac- 
toren des Quadrates des Linienelemenles des Kegels 

— + }I-A du, - — j/-^ du, 

und daher die gesuchten Gleichungen in ihrer allgemeinsten Form, wenn man 

fiAdu ^fiidu^ + sin^/rfc') = (j 



f{p^rqi-\) = log/ + rT|/-l, 
y(p_^^/_l) ^ log/~rT|/-l. 



setzt, 

Setzt man 

so erhält man 

f = fcosa, q — fsina 

und daher diejenige Abbildung des Kegels, welche seine Abwicklung ergiebt. 

Ol. 

Abbildung von cylindrischen Flächen auf einer Ebene. 
Wenn y eine Function bloss von x^ und z von x und y unabhängig 
ist, erhält man eine cylindrische Fläche. Man kann daher 

x^t, y=F{t\ z = u 

setzen, woraus 

dx^ + dy'^ + dz' = Tde + du' 

folgt, wo 

'- = •+(!)■ 

eine Function bloss von t ist. Die beiden integrablen Factoren des Quadrates 
des Linienelementes des Cylinders werden 

Setzt man daher 

J^y^Tdt =yydx' + dy^ = a, 

wo a den Bogen eines zur Kante des Cylinders senkrechten Schnitts oder des 
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Schnills der j'y-Ebene bedeutet, so werden die verlangten Gleichungen: 

Setzt man 

f{x) = ip{x) = x, 
so erhall man 

p = a, q = z==u, 

und daher wieder diejenige Abbildung, die durch die Abwicklung des Cylin- 

ders gegeben wird. 

Abbildung eines ElUpsoids und der beiden Hyperboloide auf einer Ebene. 

Es seien b und c gegebene positive Constanten und c die grössere der- 
selben; es seien ferner p^ p^, pj drei Grössen, von denen die erste grösser als c, 
die dritte kleiner als b und die zweite zwischen b und c liegt; so werden 






1 = 



^ , y 



f fj Li 






die Gleichungen eines Eliipsoids, eines einflächigen und eines zweiflächigen 
Hyperboloids. Betrachtet man x, y, i als Functionen von (>, (>i, (*,, wie sie 
durch die vorstehenden Gleichungen gegeben werden, so findet man, wie be- 
kannt ist, 

dx +dy +rf* - (p._ft.)(p,_,^ rfp +(cJ-6')(e;-0''^'+(?J-ft')(el-0 ''*''• 

Betrachtet man nach einander erstens (), zweitens pi, drittens p2 als constaut, 
so giebt der vorstehende Ausdruck die Quadrate der Linienelemente der drei 
genannten Flächen: 

1) für das Ellipsoid (p constant) 

ax +dy +di - (p, P^)((pJ_6^Xc'-p!)^ Qb^~^lXc'-Ql)^' 

2) für das einflächige Hyperboloid {(fi constant) 

dx' + dv'+di' - (d' 0^1 1 (g'~g'^^g' I Cel-gP rfg; L 
dx+ay+di - {Q p,;|^^,_^,^^^,_^.^ + __j_,__|, 

3) fiir das iweiflächige Hyperboloid (p, constant) 

dx +dy +di - [(f e.; j(^,_j,,)(„,_^.) +(pj_ft.)(^..r^l- 



C 0. J. Jacobiy Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene. 81 
Die linearen integrablen Facloren dieser Ausdrücke werden: 

und man erhält in jedem der drei Fälle die allgemeinste Auflösung der Auf- 
gabe, wenn man die Integrale der beiden dem Doppelzeichen + entsprechenden 
Ausdrücke respective einer willkärlichen Function von p+g^-^i und einer 
willkürlichen Function von p—qy—1 gleich setat. 

Abbildung eines Ellipsoids auf einer Ebene. 

1) In U ist Qi variabel, q constant. Man setze 

9l-b' = if\e'-Q]) oder QUi+f) = b'+c'y\ 
so wird 

^ <^y 

«7 «. _ g'-fc'+(p'-Oy' 

^ J \\ 6»+cV '1 + y* 
jr = — t&v» 

dy __ cco8<p£fqp 

und daher, wenn man 

pV-n ^ ^. £:^ = ,.3in'« 
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und daher 

Es sei 
so wird 



88 C. jO. J. Jacobi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene. 

setzt, 

U ^ VCQ'-b') f Aq>d<p 

oder da 

^« =sin^cg, -^ = oos'«, ^ = ^^ 
wird, 

"~ cos« t/ 1 — Ä'sin*asin'9> 

= Xgai^ai -jr- Ä sinacosaAa/71 — . t . « » a na — • 

ßetst 






so wird, nach den von mir in den Fundamentis eingeführten Bezeichnungen, 

U = tgam(a)Aam(a).fi— 77(tt, a) 

* ^ * &(u — d) ' 

wenn man 

A = tgam(a)Aara(a)— -Z(a) 

— tf log « Q (g) cos am (g) __ dlog/y(a + ^) 
"" da ~" da 

setzt. Wenn 

2/f , 2ä^ , — ^ 

« = _-M, a = —^a, q = e ^, 

so wird 

0(fi) = l-2gcos2fi' + 2g*cos4tt'-2g^cos6ii'+..., 

i/(«i) = 2 yq{fAnu'-q''sin3u'+fsinbn'-'g''sin7u' + '''], 
und daher 

QCu + q) __ i — 2gcos2(^^ + aO + 2g*cos4(fi' + aO 

0(w — a) "" 1 — 2ycos2(fi' — a0 + 2^*cos4(f/ — a') ' 

H{a+K) = 2v'5r{cosa' + v'cos3a' + /'cos5a'+-.}, 
und daher 



, _ d log //(a + /f) _ n sina' + 3g'sin3a^ + 5q'sin5a^ + -" 
— da' "" 2Ä' cosa'-t-9'cos3a'+ ^•co85a' + ... ' 

Ich bemerke noch, dass 



tg> = tg^amC«i) = b\c'^Q\) ' 
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und daher 

Man sieht, dass -rr ^nd sin^y dieselben Functionen respeclive von q und pi 
sind. Wenn pi von b bis c wachst, wachsen (p und w' von bis ^n und «r 
von hi^ K. 

2) Man erhält V^—i aus ü, wenn man (>i in pj verwaadelL Hter^ 
durch bleiben die Conslanten k, a, a, a\ h unverändert^ und es wird nur % 
veräad^t^ uiid zwar nimmt es, weil (^2 immer kleiner als b bleiben wäL, einra 
imaginären Werth an, welchen ich mit {K^+f))"^—! bezeichnen werde. Maäi 
wird d^nn dlo betreffenden Formeln erhalten, wenn man in den zuletzt au^e** 
•(«tellt^a, {K'+v)^—\ für u und daher am((#r'+t?)y-^l) für y und ^eich- 
9^itig (»3 f ür ^ setzt. Man erhält hieraus 

oder 

-sin'am(i,/-^l) = tg'amCr, Ä') = f^E^. 
woraas, wenn maa am(», Ar') = ^ setal, 

cos V - 6«(9«_pj) ' sm y/ - ft.(-^._^.) ^ 
und, da ^"= c»(e'Ife«) ^ '»"''^ 

folgt. Es wird ferner 
Da 

n (A:'— t« 1-1) 

6(KV-l+a) = ]/-1.e ** HC«), 

so wird dieser Ausdruck, wenn man, wie verstallet ist, den durch Addition 
hinzugekommenen conslanten Term fortlässt, 

11* 
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^=*«'+27=:r'°g //(a-r/-0 

_ coso>(g"'- e-") - q*cosZa'Qi?"'- e-^") +- 

_ Äc+Arctg gi„o.(-e"'-}-c-'')-9'sin3o'(e»'^ + e-»'^') + -' 






Wenn pa von bis b zunimmt , wächst gleichzeitig r von bis iP 

und e"^ von 1 bis -7 — 

Will man bei Erhaltung der Aehnlichkeit der kleinsten Theile das 
Ellipsoid so auf einer Ebene abbilden, dass seine Krümmungslinien, welche 
Durchschnitte mit confocalen «tr^eiflAchigen Hyperboloiden sind, gerade lAnien, 
die aus einem festen Punkte ausgehen, die Krflmmungslinien dagegen, welche 
Durchschnitte mit confocalen etufldchigen Hyperboloiden sind, Kreise werden, 
die den festen Punkt zum Mittelpunkt haben, so findet man aus jedem gege-^ 
benen Punkte des Ellipsoids mittelst der obigen Formeln die Abscissen und 
Ordinaten r cos 77 und rsini; des entsprechenden Punktes der Ebene. Ist nfimlich 
der feste Punkt der Anfangspunkt der Polarcoordinaten, so werden dieselben, 

^ - ^ ni-2gcos2(ii'-«aO + 2^*co84(«'-a') i' 



— A _L A cos a' (e""' — c-*^' ) — g' cos Za! (e^""' 

rj ^ ÄC + Arctg ß|n«r(e.'_j.e-'^)_,tgj„3^,(;^u' 






Dem durch diese Polarcoordinaten bestimmten Punkte der Ebene entsprechen 
Punkte des Ellipsoids, deren Coordinaten 



oc 



* - ]/( c«(c^-6«) 



sind. 

Es ist zufolge der obigen Substitutionen^ wenn man ip=^-am{vyk') setzt, 

2 b^ 2 6*sln*v 



1 — **sin*osin'y' ' ^^ sin*a-|- cos'asin't/; ^ 

2 , 2 _ 6'ilr*sin*asin*y ,_ 2^ fe'gin^acos'y; 

^*"~ "" 1— Ä'sin'asin'y ' ^^'~ sin'04- cos'asinV^ 

1 2 _ c*A*sin*ttcos*y .,^ ^ _ c*sin'aA'(V;,y) 

^ ~"^*"~ 1 — Ä*sin'asin*^ ' ^ ^^ "~ sin'a-fcos'asin'v^' 
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Yügl man hiezu die Formeln 

so erhält man 

a? = iV.A'a sin y/, y = iV.A'a sin'a sin y cos y/, z = N.k's\n^acosfpA{% k')^ 
wo 

iV == £ 

Die Gleichung des EUipsoids selber wird 

= 1. 



x^ y^ , ift'A'g 



Für das längliche Umdrehungeellipsoid wird 

6 = c, &' = 0, 9 = 0, K=^n, 

q> = u = u\ a^a = cly A = tgo. 
Man hat ferner 

Man erhält daher aus dem ersten System Formeln die Polarcoordinaten eines 
Punktes der Ebene 

r = e'»««», 

ri = tgalogtg(45^'+^v^)+Arctgcotgasinv^^ 

und die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punktes des länglichen 
Umdrehungsellipsoids 

X = N.Binxp, y = iV.sin^asin9)C0S^^ « = iV. sin^acosycos y. 



wo 



iV = 



Q 



l^(8in*o-|-cos"osin*t^) |/(sinV + sin*acos*v) ' 
und die Gleichung der Fläche 

Wenn das Ellipsoid sich einem abgeplatteten Umdrehwigsellipsoid annähert, oder 
b eine kleine Grösse ist, wodurch k sich der Einheit nähert, muss man die 
vorstehenden Formeln wie folgt transformiren. 

Ich fähre zuerst für n und a ihre Complemente 

Ä'— fi = tt|, K'—a = at 
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ein. Setzt man 

am (wi) = 9 1 , am (a^) = ai , 
so wird 

sin'«! = -^, cos'«i = ^t ^ AVi = -Jrz^i 

sin 9>i-(,.^ft.)(p.^pj). tos yi-^,._j,.)(p.„^.), Ay,- ,,^p._pj) . 
und die Gleichung des Ellipsoids 



x* , A»«,.y' 



Q* Q*C08*a^ ' Q'COS'et^ 



_f = 1 



und es wird nach einigen leichten Reductionen 

x=M. A^«! Ay i sin yj^ y=M. cos'«! cos y , cos v^^ « = AT . cos'«i A^a^ sin yi A (% **), 

wo 



Aa, y{(i — Ä'sin'a, sin*9),)(cos*a, +fc'*sin*a, sin'^)j 
Man hat ferner 

und daher, wenn man in dem Ausdrucke von U die Constante -- ^f^^^H 
fortlässt und die Zeichen umkehrt, 

Es wird ferner 

,^__ singAft iT g Aydy __ y 0080, A«^ Z*^ dgpj 

"~ cosa J 1 — Ä'sin'asin'y "" sina, y (A*a, A^i— *'cos"aj cos*y,) A^i 

~ sina, •/ (i — k*sin*a, sin'yJAy, ' 

Da es frei steht von U eine Constante abzuziehen und das Zeichen zu ftn- 
dem, so werde ich hiefür 



Aä, /*i^ 



sinoj «j/ (1— **sin'«,8in*<jpJAyi 

setzen. 

Diese Ausdrücke können in andere transfonnirt werden, in welchen 
die Argumente imaginär werden, «nd der Modul in sein Complement sich 
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verwandelt. Es ist aber 

/ tr I —UHU 



und daher 






wenn man 

seUt. Es wird ferner 

sina, y (1— A*8in'a,sin'9),)A9P, ' ' «*(«,— o,) 

oder, wenn man u\ = ^, oi = ^ setzt, 

Wenn (p^ == 0, wird «i = 0, wofür dieser Ausdruck von Uy wie der obige In- 
tegralanAfatick verschwindet, wtelmlb beide einander grieicb geiMzt \törd«ft sitid; 
Man hat ferner, wenn man 






setzt, 



^=^«' + 273r'0g //Ca-r/-t) 

= Äie+Arctg — i-^ — ; r: — -—, 7- ■ 

i-^{e '+e Vco82e'+fl^*l,e '+« •;co84i>' 
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Für das abgeplattete Umdrehongsellipsoid selbst wird 

Ä' = 0, ^ = 0, K' = \n, c = c' = v, 
<!i,=^ay = logtg(45"+l«,), »1 = «I = logtg(45"+ly,), 
U - 'g(45''4-i«.) + colg(45»+ia.) .-,.-..... . . „n 



-*log 



lg(4S*4-i«.)tg(45''+iy.) + colg(45* + itt.)cotg(45''+iy.) 
cotg(45- + |a,)lg(45*4-i9>,)4- »g(45» + i«,)colg(45* + iV,) 



1 I . /^to .1 \ 11 8in*A(«p, + o,) + cos*l(», — «,) 



= 3-i^logtg(45"+iy.)-ilog}5 



1 4- gJP <»i si" ^1 



sin a, sin ^,^ 



sintf, 

Die Coordinaten der Punkte des Umdrehungsellipsoids werden , wenn man 
Jlf = Zrcos^oci setzte 

a: = Zr.cos^ism^^ y = L.cos^iCOSV^^ z = L.cos^aisinyi, 
wo 

l ^ Q 

|/(1 — sin'ttjSin^yj)' 

und die Gleichung der Flfiche 

i i i — ■!• 

Der Winkel v^ ist hier die Lfinge und der Winkel tp^ die excentrische Ano- 
malie des Meridians. — 
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lieber die Vertheilung der Elektricität auf zwei 

leitenden Kugeln. 

(Von Herrn G. Kirchhoff' in Heidelberg.) 



Moisson hat das Problem, die Verlheilung der Elektricität auf zwei 
leitenden Kugeln zu finden, in zwei berühmten Arbeiten*) behandelt und 
Plana hat die von Pomon dort gegebenen Formeln weiter entwickelt **). 
Man kann das Problem als aus zwei Theilen bestehend betrachten; in dem 
ersten ist eine Function zu ermitteln, die Poisson durch f{x) bezeichnet, und 
die das Potential der auf der einen Kugel verbreiteten Elektricität für alle 
Punkte der Centrallinie angiebt, in dem zweiten ist aus diesem f{x) eine 
Function zu bilden, die Poisson (p{}'yx) nennt, die das Potential derselben 
Elektricität für Punkte ausserhalb der Centrallinie darstellt, und aus der mit 
Leichtigkeit die Dichtigkeit der Elektricität in allen Punkten der Kugel er- 
mittelt werden kann. Zur Berechnung derjenigen Grössen, welche den Phy- 
siker zunächst interessiren, genügt aber die Kenntniss jener Function /(ar); 
es ist nämlich, wenn der Radius der Kugel = 1 gesetzt wird, /(O) die ganze 
Elektricitätsmenge, welche auf der Kugel sich befindet, es giebt ferner der 

Ausdruck >5Tr(/'(a?) + 2a? i } ? wenn in ihm x=\ oder =—1 gesetzt wird, 

die Dichti^eit der Elektricität in dem einen oder dem anderen der beiden 
Punkte der Kugel an, welche in der Centrallinie liegen; und auch die Kraft, 
mit der die beiden Kugeln einander anziehen oder abstossen, lässt sich durch 
f{x) ausdrücken. Die Betrachtungen, welche im Folgenden auseinandergesetzt 
werden sollen, beziehen sich nur auf diese Function f{x). Poisson hat für 
dieselbe eine Reihe gefunden, welche immer convergirt, und zwar um so 
schneller, je grösser der Abstand der beiden Kugeln ist. Dieselbe Reihe habe 
ich auf einem Wege abgeleitet, der mir den Vorzug vor dem von Poisson 
benutzten zu verdienen scheint. Die Reihe hat Aehnlichkeit mit gewissen 
Reihen, die in der Theorie der elliptischen Functionen vorkommen; ich habe 



*) Mdm. de la classe des sc. matb. et* ph. de Tlnstitut imperial de France, 
ann^e 1811; premifere et seconde partie. 

**) Memorie della reale accademia delle scienze di Torino. tomo VIJ, 1845. 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 2. 12 
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bemerkt, dass einige von f{x) abhängige Grössen sich durch elliptische Functio- 
nen in geschlossenen Ausdrücken darstellen lassen. Zu diesen gehört die 
Dichtigkeit der Elektricität in dem Punkte der Kugel, der auf der Centrallinie 
zwischen den beiden Mittelpunkten liegt, für den Fall, dass das Gesammt- 
Fotential in beiden Kugeln denselben Werlh hat. In den Abhandlungen von 
Poisson und von Plana finden sich zwei verschiedene Ausdrücke für den Werth, 
den diese Dichtigkeit annimmt, wenn der Abstand der beiden Kugeln unend- 
lich klein ist und ihre Radien gleich sind. Poisson giebt dieselbe als von der 
Ordnung von (T*, Plana als von der Ordnung von ö^ an, wo d eine gewisse 
negative Grösse bezeichnet, deren Quadrat von der Ordnung des Abstandes 
der Kugeln ist. Der Ausdruck durch elliptische Functionen zeigt, dass die 
in Rede stehende Dichtigkeit von der Ordnung von 

ist. 

Die erwähnten Resultate und andere, die sich auf den Fall beziehen, 
dass die beiden Kugeln einander sehr nahe stehen, sind von Poisson und Plana 
aus einer Reihe für f{x) abgeleitet, die nach aufsteigenden Potenzen von ^ 
fortschreitet. Diese Reihe ist aus der ursprünglichen, immer convergirenden, 
Reihe für f(x) dadurch gebildet, dass die letztere in ein bestimmtes Integral 
verwandelt und dieses nach aufsteigenden Potenzen von d entwickelt ist. Es 
sind indessen nur die ersten Glieder der Reihe berechnet, das allgemeine Glied 
derselben ist nicht aufgestellt, es konnte daher auch nicht untersucht werden, 
ob sie convergirt, und welche Bedeutung sie hat, wenn sie nicht convergirt. 
Bei ihrer Ableitung ist in einem Integral von der Form 

sin dt dt 



r 



(e'«'— l)(l-^asin*50 
für 



l + asinM( 

die Entwickelung dieses Ausdrucks nach aufsteigenden Potenzen von t gesetzt, 
eine Entwickelung, welche nicht für alle Werthe von <, über welche zu in- 
tegriren ist, convergirt; es hätte einer besonderen Untersuchung bedurft, in 
wiefern diese Entwickelung benutzt werden darf; eine solche ist nicht geführt. 
Ich habe daher auf einem anderen, als dem von Poisson eingeschlagenen Wege 
eine Reihe abzuleiten gesucht, die bei kleinem Abstände der Kugeln den Werth 
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von f(x) angiebt. Ich bin so zu einer Reihe gelangt, die auch nach aaf- 
steigenden Potenzen von J fortschreitet, bei der aber die Coefficienten dieser 
Potenzen noch von ^ abhängen; das allgemeine Glied der Reihe lässt sich 
mit Leichtigkeit angeben; sie ist nur eine semiconvergente, doch erlaubt sie 
f{x) mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit zu berechnen, wenn man 
eine gewisse Transformationsgleichung zu Hülfe zieht, die für f{x) gilt; ohne 
Zuziehung dieser giebt sie in dem Falle, dass der Abstand der Kugeln unend- 
lich klein ist, den Werth von f(x) genau bis auf eine unendlich kleine Grösse. 

1. 

Es sei a der Radius der ersten, b der der zweiten Kugel, c die Entfer- 
nung ihrer Mittelpunkte, die grösser als a+b vorausgesetzt wird, h das Potential 
aller freien Elektricität in der ersten, g das in der zweiten Kugel. Weiter 
sei f{x) das Potential der auf der ersten Kugel befindlichen Elektricität in Re- 
Ziehung auf einen Punkt, der innerhalb dieser Kugel, auf der. Centrallinie, 
zwischen den beiden Mittelpunkten, in dem Abstände x von dem Mittelpunkte 
der ersten Kugel liegt. Dann ist: 

wo e eine Function von ^ bedeutet. Das Potential derselben Elektricität in 
Beziehung auf einen Punkt, der ausserhalb der ersten Kugel, auf der Central- 
linie, in dem Abstände x^ von dem Mittelpunkte der ersten, auf der Seite des 
Mittelpunktes der zweiten Kugel liegt, ist dabei: 

ed» 



-r 



oder 

ed» 






oder 

Ist F{x) das Potential der auf der zweiten Kugel befindlichen Elektri- 
cität in Beziehung auf einen Punkt, der innerhalb derselben, auf der Central- 
linie, zwischen den beiden Mittelpunkten, in dem Abstände x von dem Mittel- 
punkte der zweiten Kugel liegt, so findet man ebenso das Potential der 

12» 
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Elektricität der zweiten Kugel in Beziehung auf einen Punkt, der ausserhalb 
dieser, auf der Centrallinie , in dem Abstände x' von dem Mittelpunkte der 
zweiten, auf der Seite des Mittelpunktes der ersten Kugel liegt, 

Für alle Werlhe von x zwischen — a und +a muss daher 

und für alle Werthe von x zwischen —b und +b 

sein. Daraus folgt, dass, wenn x zwischen — a und +a liegt, f{x) der 
Gleichung genügt: 

Macht man 

(1.) fix) = hn{x)^gf,{x), 

und setzt der Bequemlichkeit wegen 

a = 1, 
so hat man hiemach zur Bestimmung von fi{x) und [^{x) die Gleichungen: 

(2.) AW-?r:^/i(?:S?^) = * 

und 

(3.) f^ix) - ^iZTft'zri^/i 0^^!.^) = -^ir^- 

Die Gleichung 

c — X _ 
c^—b—cx 
oder 

(4.) x'^(c+*-^)x+i = 

hat zwei reelle positive Wurzeln, von denen die eine zwischen und 1, die 
andere zwischen 1 und c liegt; die kleinere Wurzel sei §^ die grössere also 
y; dann gilt die Gleichung (2.) — um von dieser zuerst zu sprechen — 
auch für a? = f^ und giebt: 
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Setzt man: 



X2 = 



C — X 



c'-b'-^cx ' 
c — x^ 



Xn = 



-Xn—l 



SO kann mau durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2.) fi{x) durch 
fi{x^ ausdrücken; es wird sich zeigen lassen, dass, wenn n grösser und 
grösser gemacht wird, x^ sich dem Werthe ^ und also /j (jpJ sich dem Werthe 
/i(|) nähert; daraus wird dann folgen, dass fi{x) direct durch wiederholte 
Anwendung der Gleichung (2.) gefunden werden kann. 

Um die ausgesprochene Behauptung zu beweisen, setze man 



und verfSge Ober die Constanten A und B so, dass 



9*Ä^i 



wird, wo q eine dritte zu bestimmende Constante bedeutet. Schreibt man die 
Gleichung zwischen x^ und x^i'. 

a-\-ßXn-i 



* y + dx^i 



SO muss dann für jeden Werth von x^i 



oder 



r + Sx^t + A(^a+ßxn-.i) __ 4 i+Axn-i 

r + dx^i + Bda + ßx^O ^ i+Bxn-i 

r + Aa + (i3 + A(i:}Xn-i __ 4 *+Äx^, 

r + Ba + (^d + Bft)xn-i ^ i+Bx^i 



sein. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn A und B gleich den Wurzeln der 
quadratischen Gleichung: 

und 

4 _ r+Äa 

' r + Ba 
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gesetzt werden. Die quadratische Gleichung ist: 

^"+{c+~)x + i = 0; 
vergleicht man sie mit der Gleichung (4.), so sieht man. dass ihre Wurzeln 



— § und — -r- 



sind. Man kann daher setzen: 



(5.) z = ^ 



worans sich, bei Rücksicht auf die Gleichung (4.) ergiebt: 

i_ 

(6-) 9* = ^-^' 

Erwägt man, dass ^ <C 1 und -r- < ^ ist, so folgt hieraus, dass q* positiv und 
<C 1 ist, und dass daher z^ bei wachsendem n sich der Null nähert ; weiter fin- 
det man aber: 

und hieraus ergiebt sich, dass x^ bei wachsendem n sich dem Werlhe | nähert. 
Die Variable z^ die zunächst eingeführt wurde, um diese Behauptung 
zu beweisen, soll nun in die Gleichung (2.) eingesetzt werden. Ich mache 

wo der Factor l—l'a den Zweck hat, zu bewirken, dass in der zwischen 
(pi{s) und yi(g*a) entstehenden Gleichung das Verhältniss der Coefficienlen 
dieser beiden Grössen von z unabhängig wird. Berücksichtigt man, dass 
nach (6.) und (4.): 

so findet man aus (2.) diese Gleichung: 

(7.) 9>.W-9>.(9**) = -j^. 
Setzt man entsprechend 

so ergiebt sich aus (3.) auf ähnliche Weise: 

n' i 

(8.) ip2i»)-q''<h(^») = I Tzr^- 
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Die Gleichungen (7.) und (8.) geben durch wiederholte Anwendung unmittel- 
bar für (pi{z) und ysC«) die convergirenden Reihen: 

Entwickelt man hier die einzelnen Glieder nach Potenzen von ä, so erhält 
man die Reihen: 

(9.) 'aW = •r:^+-i^+}^.+- 

(10.) ^w = ^(^-,+^+j;^,+..), 

welche indessen nur convergiren, so lange ss unterhalb gewisser Grenzen liegt. 

Diese Gleichungen sind zur Berechnung von f{x) für einen gegebenen 
Werth von x sehr bequem, falls q nicht nahe an 1 liegt, d. h. falls der Ab-' 
stand der Kugeln nicht klein ist. Man reducirt dabei <pi{si) und q>2{^) niil 
Hülfe der Gleichungen (7.) und (8.) auf (piiq^'^si) und (f^iq^i^)-, wo n eine 
Zahl bedeutet, die um so grösser gewählt wird, je grösser die Genauigkeit ist, 
die man erreichen will^ und je näher der Werth von q der Einheit liegt; 
man berechnet dann (piiq^^z) und <p2{q^z) durch die Reihen (9.) und (10.). 

Von besonderem Interesse ist die Kenntniss von /"(O), da dieses die 
Elektricitätsmenge ausdrückt, welche auf der Kugel sich befindet. Bei der 
Berechnung dieser hat man zu benutzen, dass für a: = 0, wie aus (5.) her- 
vorgeht, a = 1 ist. 

Eine Eigenschaft von /iCO) möge noch hervorgehoben werden; /i(Ü) 
und ^2(0) sind Functionen von zwei Yariabeln, von b und c, oder von 5 und 
q; in dem Ausdrucke von /2(0) kommt aber nur eine transcendente Function 
einer Variabein vor, da 1^2(1) nur von q abhängig ist. Dieses /^(Ü) hat 
eine einfache physikalische Bedeutung; es ist die Elektricitätsmenge, die auf 
der Kugel gebunden ist^ wenn diese mit der Erde in leitender Verbindung 
steht, und das Potential in der zweiten Kugel =—1 ist, wie aus der Glei- 
chung (1.) hervorgeht. 

Die gefundenen Gleichungen sollen jetzt in eine andere Form gebracht 
werden, welche gewisse Vorzüge vor der angegebenen besitzt. 
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Man setze 

TtK* 

q = e ^ , 
wo K und /f' die Bedeutung haben, in der Jacobi diese Zeichen in seiner 
Theorie der elliptischen Functionen gebraucht, und 

7UTl 

2« "=• q*"e * 



(11.) F(«) = ^ -S 

■■■• m—i 



3f<.7 

1 — g^« f -Ä 



Diese für jeden Werth von u convergirende Reihe ergiebt: 

(12.) 



i-e * 



iFCn-i/f) = F(«), 
wo f = y— 1, und die folgende Reihe, die convergirt, wenn der reelle Tlieil 
von u'>—K' ist: 



(13.) F(«) = f^-J^^e ' . 

Die in dem vorigen Abschnitt gefundenen Functionen ipi{i) und y^C«) drücken 
sich Tolgendermassen durch diese Function F{u) aus: 

wo 
und 

WO 

Die Ausdräcke, welche sich hiernach für/i(ir) und/2(ir) ergeben, lassen sich 
durch die eine Gleichung aussprechen: 

(14.) n^) = (|7i-^i/0Ä(^(«)-^(«+4))' 

welche gilt, wenn man den Zeichen f und u den Index 1 oder den Index 2 
giebt, und 



(15.) «, = -^log^, «. = -^log)/* 



setzt. 
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Macht man 

-logt = -^, 

bezeichnet die dem ti, und 112 entsprechenden Werlhe von t durch ti und t^^ 
und setzt in demselben Sinne, in dem die Gleichung (14.) gilt: 

80 findet man aus (12.), (13.), (14.) und (15.): 



(16.) 



G(t) 



= J:_JÜ_l_t«"-'. 



—2 ' 



1 — ^ 

t _ vi^ t - ;/« 

»1 = — —1 h — ya, 

Z = -"5 = — • 

Diese Gleichungen stimmen mit den im vorigen Abschnitt entwickelten äberein 
und können, wie jene, zur numerischen Berechnung von /i(ar) und /2(ir) be- 
nutzt werden. 

Ich will entsprechende Formeln zusammenstellen zur Berechnung der 
Dichtigkeit der Elektricitdt in dem Punkte der Kugel, der in der Centrallinie 
zwischen den beiden Mittelpunkten liegt. Man setze: 



y. = f,(a:) + 2x^^ 



föp a: = 1, 



dann ist die bezeichnete Dichtigkeit: 

1 



-gyd- 



Bildet man mit Hülfe der Gleichung (14.) die Ausdrücke von yi und j^s? und 
bemerkt, dass zufolge (15.) die Differenz tii — tf; von ss unabhängig ist, so 
sieht man, dass auch diese zwei Ausdrücke sich durch eine Gleichung aus- 
sprechen lassen, nämlich durch die Gleichung: 



(17.) y 
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= i^y^'-^(^'w-r'(«+4)). 
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in welcher F'(w) den Differentialquotienten von F{u) nach u bezeichnet, und 
welche gilt, wenn man den Zeichen y und u den Index 1 oder den Index 2 
Stiebt, und 



(18.) 



«1 = 



^ 1 



log )/| -i-T- 



selzt *). 



Macht man 



2« 



nn 



und 



logt= ^ 

(l+D* 






.so folgt: 



/^(t), 



?'t'(l-9*t«) 



(19.) ( (l-|-9*t*)' ' 



1^(0 



-p(-l)-^'(2»»-l)^^^t-- 






-i- 



WO in der Gleichung für y wieder den Zeichen y und t der Index 1 oder 
der Index 2 zu geben ist. 



Die durch die Gleichung (11.) definirte Function F steht in einem Zu- 
sammenhange mit der von Jacobi durch Z bezeichneten elliptischen Function. 
Vergleicht man die Entwickelung dieser mit der in (11.) angegebenen Reihe, 
so findet man: 

(20.) F{u)-F{-u-K') = 2iZ(2tw+i/fO; 
durch Differentiation folgt hieraus, wenn man durch E das ganze elliptische 
Integral zweiter Gattung bezeichnet: 

(21.) F\u)+F\-u-^K') = 4^-4./^am(2iw+i/ir'). 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen lassen sich für A(l)+/2(1) ^^^ Vi'^y^ 



*) Eine ähnliche Gleichung läsBt Bich aufstellen für die Dichtigkeit der Elektri- 
cität in dem Punkte i in weichem die Kugel zum zweiten Male von der Centrallinie 
geschnitten wird. 
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geschlossene Ausdrücke finden. Für x = i ist nach (18.): 

wj't • K 
«i = —th — K -»"2-, 

und daher nach (14.) und (17.): 

A(i)+A(i) = -i^^^ JF(«o-<«.+4)+K-«'-^'-*y)-^(-«^-^')}, 

also nach (20.) und (21.): 

(22.) y.-jr, = i,-Il^|^|;{^am(2i«,+»Ä")-z/'am(2»«,+tÄ"-/f)}; 
dabei ist 

Man kann hiernach für /i(l)+/2(l) und für tfi—yi Reihen finden, die um so 
schneller convergiren, je näher q der 1 kommt. Ich beschränke mich darauf, 
die Reihe für y, — ya hier anzugeben. Benutzt man, dass 

J'fimiiti+K.k) = l~^/^am(w+ür',*') 
ist. und setzt 



nK ^. 



qt = e ^' d. h. ^ogq, = j^. 

und 

logl 



a = A7I- 



so findet man: 



»•->' = c4V 0-ivi i,$^.i-.+ai$j;^to»°+3;$^'i"3»+-}- 



Sind die Radien der beiden Kugeln gleich, d. h. ist 6 = 1, so ist nach (4.) 

S+j = c, 
also nach (6.) 

1 = g 

und daher 

« = in; 
es wird dann also: 

(23.) y.-y, _^j_-^^^_-^|^-p^ 3i + g!+ 1 
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Wendet man auf diesen Fall die Gleichung (22.) unmittelbar an und bemerkt, 

dass in ihm 

A' + t/T 

wird, so ergiebt sich: 

Nimmt man noch an, dass der Abstand der Kugeln ein unendlich kleiner ist., 
d. h. dass l—q unendlich klein ist, so giebt die Gleichung (23.) bei Ver- 
nachlässigung von Gliedern höherer Ordnung: 

y^ y^ - (logg)» ^ ' 

oder, wenn man, um das von Pomon gebrauchte Zeichen d einzuführen, 

21og? = d 
setzt, 

Vi-yi = -3271^^6^. 

Wie in der Einleitung bereits bemerkt ist, ist diese Grösse von Poisson als 
von der Ordnung von cT gefunden worden. Plana hat auf ein Versehen auf- 
merksam gemacht, welches Poisson bei der Herleitung dieses Resultats be- 
gangen hat, ist selbst aber zu dem eben so wenig richtigen Schlüsse gelangt, 
dass jene Grösse von der Ordnung von J^ ist. 

Die in (16.) und (19.) fttr G(t) und H{t) angegebenen Reihen con- 
vergiren sehr langsam, wenn der Abstand der beiden Kugeln sehr klein ist 
und in Folge dessen | und q nahe = 1 sind. Für diesen Fall sollen für 
jene Functionen jetzt neue Reihen abgeleitet werden. Um eine Entwickelung 
der Function F(w), die zu diesen führen wird, zu finden, gehe ich von der 
Betrachtung des Doppelproductes 

nn(i+ .,, Vi^ ) 

aus, in dem fi und v ganze Zahlen bedeuten, die alle Werthe von 1 bis m 
und von 1 bis N erhalten; dabei sollen m und N unendlich gross, doch N 
von einer unendlich höheren Ordnung als m sein. Ich suche das Verhältniss 
dieses Doppelproductes zu demjenigen auf, das man aus ihm erhält, wenn man 
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die oberen Grenzen m und N vertauscht gegen M und n, wo M von der- 
selben Ordnung als iV und n von derselben Ordnung als m ist. 

Der Logarithmus dieses Verhältnisses ist: 

Ihm ^^ ^K^f^ + ihvJ i„.j.i ^\ ^K'^ + xKvJ 
Da die unter dem Zeichen log stehende Grösse unendlich wenig von 1 ver- 
schieden ist, so hat man für logfl-h-TTT — t-^Y/ ^*^ convergirende Reihe: 



K'fi + iKv 2«* (Ar'^ + iA'vy ^^ (A'> + tÄ'v)* 
Diese Reihe denke ich mir unter die Summenzeichen gesetzt und untersuche 
einzeln die Glieder, die die verschiedenen Potenzen von u enthalten. Ich ge- 
brauche dabei einige Formeln aus der Theorie der 7 -Functionen, die ich 
der Uebersichtlichkeit wegen vorausschicken will. 

Ist a eine endliche Grösse, h eine unendlich grosse Zahl, so ist*): 

a+ 1 ,a + 2...a + A *!__ 

1 . 2 ... A ~~ ro-f-a) ' 

und dieselbe Gleichung gilt, wenn a unendlich gross, aber h von unendlich 
höherer Ordnung als a ist. Es folgt hieraus: 

(24.) -2'log(a+Ä)--2'logA-alogA = -log7'(l+a). 
1 1 

Wendet man diese Gleichung nur auf Fälle an, in denen der reelle Theil von 
a nicht negativ ist, und wählt die Logarithmen auf der linken Seite so^ dass 
ihre imaginären Theile zwischen —»-o" ^^^ ■^*"2" ^^^S^^'> so ist nach Lip- 
«cAfte**) dabei: 

(25). 



log/'(l+«) = ilog27i + aloga-a+iloga+A.l^A_-*.. 

+ (-^y''' 2A-1.2A ä^^+^'^- 



Hier sind die Logarithmen auf der rechten Seite wieder so zu wählen, dass 
ihre imaginären Theile zwischen —i^ und +»^ liegen, l bedeutet eine 
beliebige Zahl, 5^, Äa, ... sind die BemonUischen Zahlen, d. h. es ist: 



*) Gauss: Circa seriem infinitam etc., Commentationes sog. reff. sc. Gottingensis 
reo. vol. II, 1811-13. 

**) Dieses Journal, Bd. 56. 
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oder 
weilen ist: 

oder 



J?i = ^ . 2?2 = Vir ^ ^3 = lY* 



J^ 



(26.) !, = -^2^^^^ f. -7^ J 7+^ 



wo a den reellen Theil von a bedeulel und b und *' zwischen —1 und +1 
liesren. 

Die Gleichung (25.) wrd zunächst auf Fälle angew^endet werden, in 
denen der reelle oder der imaginäre Theil von a unendlich gross ist. Ist 
der reelle Theil von a unendlich gross, so zeigt der in (27.) angegebene 
Werlh von Vi^ dass die Gleichung (25,), wenn man in ihr 1'^ vernachlässigt, 
den Werth von log/'(l + a) genau darstellt bis auf eine Grösse von der Ord- 
nung von a"^(^^^^>; ist der imaginäre Theil von a unendlich gross, so geben 
die nicht verschwindenden Glieder der in (25.) aufgestellten Reihe bei Ver- 
nachlässigung von r^ den Werth von logr(l + a) bis auf eine unendlich 
kleine Grösse genau an. Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt 
man sich mit Hülfe der Gleichung (26), indem man erwägt, dass die Integrale 

ßp{y)s\n{ßy)dy und /^y) cos {ßy)dy, 

genommen zwischen irgend zwei von ß unabhängigen Grenzen^ zwischen 
denen i/'(y) ^^ch^ unendlich wird, sich der Null nähern, wenn ß mehr und 
mehr wächst. Um den Beweis auch auf den Fall auszudehnen, dass der reelle 
Theil von a verschwindet, hat man dabei noch von der Gleichung: 

log/Xl+«) = logr(2 + a)-log(l + a) 
Gebrauch zu machen. 

Für die DifTerentialquotienten von Vi nach a gelten ähnliche Aus- 
drücke, als sie für Vx in (26.) und (27.) angegeben sind; daraus folgt, dass 
die Reihen, die durch Differentiation aus der in (25.) vorkommenden Reihe enl- 
stehen, die Eigenschaften haben, die analog der für diese ausgesprochenen sind. 

Sind a und h endlich oder unendlich gross von beliebigen Ordnungen« 
so hal man: 
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a+\.a + 2...a-\-h __ r(\+ h + a) 

i . 2 h T(1 + /0A^ + «) 

und 

(28.) 2log{a+h)-^logh = logr{i + h + a)-logr{i+h)-logr{i + a), 

bei welcher Gleichung die Gleichung (25.) unler denselben Bedingungen gilt, 
wie bei der Gleichung (24.). 

Dieses vorausgeschickt, hat man: 

.V ^ . iv-« , 

J5 L_ = -- JS" 



oder nach (24.), wenn man mit Gauss 
setzt: 

Benutzt man (25.) und vernachlässigt Glieder, die unendlich klein gegen — 
sind, was erlaubt ist, da diese zu der zu bildenden Doppelsumme nur unend- 
lich wenig beitragen können, so findet man dieselbe Grösse 

£rwägt man, dass 

log(»-iYA*) = log(-«y) + log(.u + ij^,«) 

und 

i .K i 

= *-, 



K' K' , K 

ist, so findet man hieraus mit HOlfe von (28.) und (25.): 

= ~\-mlogN-{m-{-i)logm+mlog(-i^)+2log,u-ilog2n\ 

+ :^{ii2m+l)K'+(2H+l)iK)\og "*^y;"'*" -(r+(2«+l)<ir)log^ j , 
WO alle vorkommenden Logarithmen so zu wählen sind, dass ihre imaginären 



104 Kirchhoff y über die Vertheilung der Elektricitäi auf zwei leitenden Kugeln, 

Theiie zwischen —«-ö- ^^^ "t'^T '^^?^^- Verlauschl man in dieser Gleichung 
K mit K'y /ii mit 7% m mit n^ N gegen M^ i gegen —t und dividirt sie durch 
i, so erhält man: 

2: 2 



1 «4.1 K'fi + iKv 
= ^jwIogJ/+(n+|)Iogw--wlog(f-^)-i'logi>+]log27rj 

+ 2^ |((2m+l)Ä'+(2;*+l)i/r)log^^^ 
Es ergiebt sich hieraus: 

» iV J n M J 

f .-J A'> + iA'v~f „f, K'fi + ihv 

* ; m • K i 

= --^»»logA' + -^^log.«--j^(m+i)log«^-2^1ogm27r 

-p^» logüf + — i- logv +-^7 (« + j) logt^^r -- ^lo&«2^- 
Auf ähnlichem Wege findet man, dass 

ist, und dass die Ausdrücke: 



so wie diejenigen, die aus diesen entstehen, wenn man für den Exponenten 3 
einen höheren setzt, verschwinden. 
Hieraus folgt: 

iE iK 



■^JOTlogiV-J'log.«+(TO4-i)log^-^logTO2jrj 

■ ^-iog«ir'+iog^^(i+p^j^) 



2KK' 



= ^{-«logJlf+i'log>'+(«+i)log^— ^log«2n} 

-ä^iog«i/r+iogn-/7(i + ^,^^.^J . 



Addirt man zu dieser Gleichung diejenige, die aus ihr entsteht, wenn man — ? 
für f setzt, dabei aber u ungeändert lässt, so erhält man: 
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«(llogm2^-f(«+i))-^ 

1= ^(-nlogM+hogy+(n+i)\og^) 



(290 , , 
2u/ 



Nun ist aber 

u + K'fi 

^ri+ ir, ? .r ) = ^ iTT 

, V ^ K'f* + tKvJ , ,. h'fi 

K 
oder nach (24.) 






rO-ü^.) 



Da weiter 



(30.) r(l-a)rCl + a) = ;. 
sin ix = 4-6'*'(l— c"^"") 



an 



und 



q = e '', 



so fol^t hieraus bei abermaliger Rücksicht auf (24.) ; 



m N 






^ ^-X7'o«-+x"" 7.A ■ u\Pr i-q'''e ^ 



Ferner erhält man aus (24.) 
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Setzt man diese Werthe der beiden Doppelproducte in die Gleicliung (29.), 
differentiirt dieselbe nach u und berücksichtigt die Gleichung (ll.)? ^o findet man: 



un 
2K 'KIT 



(31.) F(u) = ^(^^ogv+nlogj^)+^,\og^, + ^ 

Diese Gleichung kann benutzt werden, um mit Hülfe von (25.) F{u) auf eine 
neue Weise zu entwickeln; und zwar kann man so zwei Enlwickelungen für 
F{u) finden, eine, indem man log 7^(1+ ^J in der Rechnung beibehalt, und 
eine zweite, indem man auch diese Grösse entwickelt. 

Die Gleichung (25.) setzt voraus, dass der reelle Theil von a nicht 
negativ ist; demgemdss soll jetzt angenommen werden, dass tler reelle Theil 
von u nicht negativ ist. 

Vernachlässigt man vorerst in (25.) den Rest F;, bezeichnet mit U 
eine Function der Veränderlichen ^ und mit £2 die Reihe: 

(32.) U^ ilogy ^ +j^{logqy dgr- j:2±4 (^^S^) V 

+ 1.2.3.4.5.6 (^"gg^V"""'- 

SO findet man bei Rücksicht auf die Gleichung (24.) und die Gleichungen, die 
durch wiederholte Differentiation aus dieser entstehen: 

/f'F(tt) = -log(-21og5r)-ilog5r+C-V^(^)+ß. 
wo 

f**-^ ( l,=l.g..(,+l)/<,-l), 



TT- 

un 



1 f=* 

Hierbei ist noch zu bestimmen, welcher Werth des fQr V angegebenen Lo- 
garithmus zu nehmen ist. Es soll angenommen werden, dass der imaginäre 
Theil von u zwischen —%K und +iÄ^ liegt. Unter dieser Bedingung wird 
bei der Herleitung der Gleichungen (33.) die Gleichung (24.) nur auf Fälle 
angewendet, in welchen der reelle Theil von a>— 1 ist; in solchen Fällen 
gilt für das dort vorkommende log/'(l+a) die Gleichung, welche entsteht. 
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wenn man durch die Gleichung (25,) und die Gleichung 

logr(a) = logr(l+a)-loga 
iogr(a) ausdrückt und dann 1+a fttr a setzt. Daraus folgt, dass jenes 
logr(l+a) sich stetig mit a ändert und reell ist, wenn a reell ist, und 
weiter, dass in (33.) deijenige Werth des für U angegebenen Logarithmus zu 
nehmen ist, der sich mit <Q stetig ändert und reell ist, wenn der reelle Theil 
von C verschwindet. Es lässt sich hiernach und zufolge der Gleichung (30.) 
der Werth von U auch schreiben : 

U = log -4^ 
oder 



iL 



= lög^fzrFT' 



wo derjenige Werth des Logarithmus zu nehmen ist, dessen imaginärer Theil 
zwischen —in und +in liegt. 

Entwickelt man in (31.) auch r(l+~7) nach (25.), so findet man: 
\wo i2 wieder die Reihe (32.) bedeutet und 

(^^•) \ tf = -log(l-6-'0. 

/ >- __ *^^ 

ist; auch hier hat man bei der Bildung von J7 denjenigen Werth des Logarith- 
mus zu nehmen^ dessen imaginärer Theil zwischen --in und -{-in liegt. 

Berücksichtigt man bei der Bildung der in (33.) und (34.) für F{u) 
angegebenen Reihen den Rest Vx der Reihe (25.), so erhält man mit Hülfe der 
Gleichung (26.) Ausdrücke für die Reste jener. Benutzt man die Gleichung: 

f{y) { cos 2y + cos4y ^ f- cos2»y } dy 

II 

= -kf'ny)dy + \n{\f{Q)+r{n)+f{%n)^r{Zn)+-..], 



in welcher n eine unendlich grosse Zahl bedeutet, so stellen sich diese 
Ausdrücke in einer Form dar, die ähnlich derjenigen ist, in welcher Vi in (27.) 
angegeben ist, in einer Form, welche zeigt, dass ihre Werthe beliebig klein 
gemacht werden können dadurch, dass man den reellen Theil von u mit Hülfe 

14* 
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der Gleichung (12.) mehr und mehr vergrössert. Nimmt man mit jenen Rest- 
ausdrüclien nicht die angedeutete Transformation vor und stellt in Beziehung 
auf sie eine Betrachtung an, wie sie in Beziehung auf den Ausdruck von Vi 
in (26.) oben angegeben ist, so sieht man, dass die Reihen fQr F{u) in (33.) 
und (34.) noch eine andere Bedeutung haben. Ist nämlich K unendlich gross, 
so geben diejenigen Glieder der Reihe (33.), welche nicht verschwinden, den 
Werth von F(u) bis auf eine unendlich kleine Grösse genau an; ist überdies 
der imaginäre Theil von u von der Ordnung von iK^ so gilt dasselbe von 
der Reihe (34.). Es ist hiernach, wenn K unendlich gross ist: 

(35.) K'F{u) = -^log(-21ogi?)~i^(^)+log^:^, 

und, wenn überdies der imaginäre Theil von u von der Ordnung von iK ist : 

(36.) K'F{u) = -log(l-e-^0. 

wo 

c. un 

^ = "TT- 
Mit Hülfe von (33.) und (34.) ist es leicht Gleichungen zu bilden, welche 
statt der Gleichungen (16.) und (19.) zur Berechnung von f(x) und y dienen 
können. 

Setzt man 

SO findet man 



g*t* loggt 

iro U=log^±^' Für 
H(t) erhalt man 



und /(t) = i2, wo U=\og ^^^^^iP - Für die in (19.) vorkommende Grösse 



m) = -öLr^> wo u= '-'' 



2logq ' *"" ^~ l+e-*f' 
Hier, wie dort, bedeutet i2 die Reihe (32.) und ist 

C = -logt; 
die Werthe von t sind die in (16.) und (19.) angegebenen. 

Für das in der Reihe für H{t) vorkommende U hat man: 

^ *^l + t«' 
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rffe - '^*0+f) 



4N» 1 



d*U 






rfr ~ * (i.+ O' 
und allgemein: 



wo 



^. = («4-l)-3-, 



Es soll schliesslich noch der Fall betrachtet werden, dass die beiden 
Kugeln einander berühren und das Gesammlpotential in ihnen einen gleichen 
Werth hat. 

Setzt inan den Abstand der beiden Kugeln als unendlich klein voraus 
und bezeichnet ihn durch €, d. h. macht man 

c = 1+6 + «, 
so findet man aus (4.) und (6.) 



«-»-y-rf»'' 



=i-l/^ 



und aus (5.) und (15.) unter der Annahme, dass i—x unendlich gross gegen 
\U ist: 



4 2x J 2b 

1, 



Mach (1.) hat man: 



tt/ b 1_ 

K' ~ 1 + 6 \-x' 

**» — ^ a; 
W ~ 1+6 \ — x' 

rix) = h{nix)-f,ix)). 
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und daher nach (14.), (35.) und (36.): 

(87.) rw = *7Tn^iHTTirT^)-HTT* T^-*)l- 

Diese Gleichung gilt auch für diejenigen Werthe von x^ für welche Ui negativ 
ist. ohwohl hei der Ahleilung von (35.) und (36.) vorausgesetzt wurde^ dass 
der reelle Theil von u positiv sei. Von der Richtigkeit dieser Behauptung 
überzeugt man sich leicht mit Hülfe der Gleichung (12.) und der Gleichung 

Die Gleichung (37.) stimmt mit der Gleichung (115.) in Planas Abhandlung 
überein. 

Heidelbergs im Januar 1861. 
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Ueber die Anzahl reeller Normalen, welche von 

einem Punkte an ein Ellipsoid gezogen 

werden können. 

(Von Herrn F. Joachimsthal zu Breslau.) 



s sei — + y + — = 1 die Gleichung des EUipsoides, (^^^^b) der 
gegebene Punkt; für den Fusspunkt einer durch (I, i?, ^) gehenden Normale 
gellen die Gleichungen 

a b c 

Setzt man diese Brüche = — t«^ so erhält man 

und zur Bestimmung von u die Gleichung sechsten Grades 

(<\\ ^^' 1 ^^' I gg* _ 1 

Wie sich aus (1.) ergiebt, ist u das Product der Entfernungen des Punktes 
(f , ri, ^) und des Anfangspunktes von der das Ellipsoid in {x, y, a) berühren- 
den Ebene, dieses Product positiv oder negativ genommen, je nachdem beide 
Punkte auf derselben Seite der Ebene liegen oder nicht. Für den vorliegen- 
den Zweck ist es angemessen in (3) statt |^ ^^ ^ drei andere Constante ein- 
zuführen *). 



*) Für das ebene Problem, über welches ich hier einige Bemerkungen einschalte, 
dürfte die analoge Gleichung ^ __ ^"^ "^ ch— V ^ ^ ^^® bequemste und am meisten 

symmetrische Behandlung der Aufgabe gestatten. Setzt man ihre linke Seite = f(u\ so 
ist ftir den Fall der Ellipse (a>0, 6>0, a>&) f(u) stets positiv, verschwindet nur 

tllr u = +<x), und wird =00 für « = 6 oder = a; ['(u) = 2 { ^ y + rh^ v } 
verschwindet nur ein Mal fiir den Werth u^ , der zwischen b und a liegt, und durch 
die Gleichung ^_^' = ""("W^) 6^6®^^^ ^*- ^^^ zugehörige Werth von /"(m,) ist 
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Die Gleichung (3.) hat nothwendig zwei reelle Wurzeln, von denen, 
wenn wir, wie durchweg, a^b^c annehmen, eine zwischen — oo und c, 
die andere z\vischen a und + oo liegt. Die eine dieser Wurzeln sei bekannt 
= v, und die Coordinaten des Fusspunktes der ihr entsprechenden Normale 



demnach ein Minimum = -^ — ^ ^hV ^°^ ^^^^ ^^* folgenden Gang: 

M = — oo >> — x)u. <;6 b >b u. <:u^ u^ >u^x\.<Za a >a +^5c 

f(u) = zunehmend oo abnehmend f(uj zunehmend oo abnehmend 0; 

es erreicht daher den Werth eins, je nachdem /*(Wi)==l; vier-, drei- oder zweimal. 

Für die Hyperbel sind geringe Modificationen des Verfahrens nöthig. 

Hat man sich aber auf irgend eine Weise überzeugt^ dass die Gleichung, von 
welcher man das Problem abhängig macht, zwei reelle Wurzeln besitzt, so kann man 
eine Betrachtung anwenden, die für alle biquadratischen Gleichungen gilt, die diese 
Eigenschaft besitzen. Sind nämlich a, ß, y, 8 die Wurzeln einer solchen, so reicht, 
und das ist das Characteristische dieser Gleichungen, das Vorzeichen der einzigen 
symmetrischen Function 

' hin, um zu entscheiden, ob die Gleichung vier oder nur. zwei reelle Wurzeln hat, im 
ersten Falle ist J positiv, im zweiten sind, wenn nur a und ß reell, 

positiv, dagegen (j — STf negativ, also auch J, Da ausserdem J = die Bedingung 
zweier gleichen Wurzeln der biquadratischen Gleichung ist, und im Normalenproblem 
die Coordinaten eines jeden Punktes der Evoluten der Gleichung vierten Grades zwei 
zusammenfallende Wurzeln verschaffen, so sieht man a priori, dass wenn £ = die 
rationale Gleichung der Evoluten ist, E zum wenigsten ein Factor von J sein muss. 
Behufs einer genaueren Vergleichung muss man J als Function der CoefBcienten 
kennen; nach Cayley's schöner Darstellung ist für die Gleichung: 



wo 



ax' + 4bx' + 6cx^ + 4dx + e = 0, a'J = J''-21J], 
J=:ae—4bd+ 3c' ; J, = ace — ad^ — e6' — 2c' + 2bcd. 



Eine dritte hieher gehörende Betrachtung ist folgende. Sind f/=0, U^=0 die Glei- 
chungen zweier Kegelschnitte, so ist der Factor Ä, welcher U-^kU. in lineare 
Factoren zerlegbar macht, durch eine kubische Gleichung gegeben, die im Falle von 
vier reellen Durchschnitten beider Curven drei reelle Wurzeln hat, aber nur eine, 
wenn die Curven sich in zwei reellen Punkten oder gar nicht schneiden. Weiss man 
demnach anderweitig, dass die Curven wenigstens zwei reelle Punkte gemein haben, 
(so z. B. im Normalenproblem der gegebene Kegelschnitt und die Htilfshyperbel), so 
ist die kubische Gleichung entscheidend. 

Die bekaimte Aufgabe „durch einen Punkt eine Grade zu ziehen, deren von 
zwei schiefwinkligen Axen begrenztes Stück eine gegebene Länge hat" bietet mit 
dem ebenen Normalenprobleme sehr viele Analogieen dar; namentlich aber ergeben 
sich die Eealitätsbedingungen durch die zuletzt angeführten Methoden, weil die Auf- 
gabe unter ihren vier Lösungen ebenfalls immer zwei reelle hat. 
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= a?o, yo^ «09 SO erhält man aus (2.) die Gleichungen 

t^J ^- ^ . V- ^ , fe- , 

und da (a?u, yo? *u) ein Punkt der Flache, so lassen sich bekanntlich zwei 
reelle Grössen a und ß einführen, von denen die grössere a zwischen a 
und b, die kleinere ß zwischen b und c liegt, so dass 

Mit Hülfe von (4.) und (4* ) verwandelt sich (3.) in 

^^•^^ da-b^iia-c) (a-M)'"^(6-a)(fc-c) (6_wy'^ (c-a)(c-6) (c-iO* "" 

Von den Constanlen ol, ß^ e, welche die ursprünglichen s, i?, ^ er- 
setzen, bestimmen a^ ß den Fusspunkt einer durch (^^ iy, ^) gehenden Normale, 
und r die Lage des Punktes auf derselben, indem, wenn n das Loth vom 
Mittelpunkte der Fläche auf die Tangentialebene im Punkte {ct^ß) des El- 
lipsoides bezeichnet, — die auf der Normale gemessene Entfernung des 
Punktes (I, iy^ ^) vom Fusspunkte bedeutet, die Richtung nach dem Inneren des 
Ellipsoides als positiv angenommen. Für a und ß gelten die Bedingungen 
a>a>>6>/i>c^ so jedoch, dass das Zusammenfallen von a und ß mit 
einem der Grenzwerthe ausgeschlossen bleibe, d. h. dass die als gegeben an- 
gesehene Normale in keinem der Hauptschnitte liege, ein Fall, der besonders 
erledigt werden wird. Die Grösse t? kann jeden beliebigen Werth haben. 

Um aus (5.) die Wurzel w = f? fortzuschaffen, schreiben wir 

a—t) = a — w+w—t?^ u. s. w., 
und erhalten 

(a— 6)(a— c) ^ ^ (a— 6)(a— c) a— II "^ ^ (ß—b^(ja—c) (ß—uy 
Die erste Summe ist =1, die zweite =7 — Tri T^ — ^* und wenn dieser 

Ausdruck mit f{u) bezeichnet wird, die dritte =f(u). Die vorhergehende 
Gleichung geht somit in 

(ii-t.){2A«)+(t^-t^)rwi = 

aber; oder mit Fortlassung des Factors u — e in 

^ ''^ U — V u — au — bu — c u — a u — ß 

Journal fttr Mathematik Bd. LIX. HcU2. 15 
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Diese Gleichung fOnflen Grades bildet den Ausgangspunkt gegenwärtiger 
Untersuchung. 

§. 2. 
Es handelt sich darum für jeden Werth von e die Anzahl der reellen 
Wurzeln von (6.) zu bestimmen. Nun ergiebt sich aus (6.) zu irgend einem 
reellen Werthe von u durch eine Gleichung ersten Grades ein reeller Werth 
von €?. Lässt man u alle Werthe von — oo bis +oo durchlaufen, und be- 
kommt hierbei e einen bestimmten Werth <?„ «mal, so wird umgekehrt (6.)^ 
wenn man darin <?„ statt e einsetzt, n reelle Wurzeln u haben. Es ist daher 
der Gang von e als einer durch (6.) definirten Function von u zu untersucheH« 

Die rechte Seite von (6.) 1 r ^jH lässt sich 

schreiben 



und 



/-N _J tt — fr fl—c 

^ '^ n — a (w — a)(tt — 6) (m — A)(m — c) 






(w — a)(fi — a) ' (tt — &)(» — /?) ^ ti — c 

In Folge der Ungleichungen a>a';;>b>ß>c wird, wenn man den Raum 
von — 3o bis +0O in die sechs Intervalle theilt 

— CO bis c, c bis /?, ß bis hy b bis a^ a bis a^ a bis +oo, 

für das erste, dritte und fünfte Intervall (7.) eine Summe negativer Glieder, 
und (7.*) für die drei anderen eine Summe positiver Glieder sein. Die linke 
Seite von (6.) verschwindet demnach für kein endliches reelles fi. Dasselbe 
findet daher auich, wenn man aus (6.) den Werth von e ableitet, 

WO U vom fünften, W vom vierten . Grade ist, für den Nenner W statt, der, 
weil er mit -\-u* beginnt, stets positiv bleibt; somit ist r eine continuirliche 
Function von «. Vermittelst (8.) gewinnen wir den ersten Ueberblick über 
ihren Gang 

(9.) )« = -~ '^ </J ^ <:6 * <« « <a « +^ 



'f? = +oc c </? ß >ß h <a a >a a —ex. 
Die weitere Kenntniss des Ganges von v verlangt die Bestimmung seiner 
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Haxima und Minima. Nun ist zufolge (8.) -5^ = "--^i^ (wo yW einen mit 

-ft^ beginnenden Ausdruck achten Grades bedeutet), also ebenfalls eine con- 
tinuirliche Function von u^ und e wird nur für die Wurzeln von 9>(ti) = 

ein Maximum oder Minimum; danun-j^ = ^ ^"^ TT^^ — ?^ ^^^ j.^ Wur- 
zeln von y(tt) = in — ^^^^ übergeht, so werden den einfachen Wurzeln 

von y.(fi) = wirkliche Maxima oder Minima entsprechen. Die Differentiation 
von (6.) ergiebt 






dt 
setzt man hierin ^ = und eliminirt v mit Hülfe von {%.\ so kommt 

(o|_l_ ,_i_ , _J 1 L_| 

flO^ ■ H~-«)" («-*)' C«-0' 0^^=^ C«-/*)M 

J (1 1 1 1 * r 

welche Gleichung nach Wegschaffung der Nenner in 9(11) = übergeht. 

Wir wollen jetzt die Anzahl und Grenzen der reellen Wurzeln dieser 
Gleichung achten Grades bestimmen. 

§. 3. 
Lemma. Es sei ip{u) eine ganze Function von u^ —-^(p^u)^ V und 
(p" zwei beliebige aber durch die Relation 

(11.) (p-V(p'+(p" = 

von einander abh&ngige Functionen von u, so hat q>(n)==0 innerhalb jeden 
Intervalles von u=^A bis u=^B {A<CB)^ in welchem V und y" endlich 
bleiben und (p" weder sein Zeichen wechselt noch verschwindet, erstens keine 
mehrfachen Wurzeln, und zweitens so viel reelle Wurzeln, als die Functionen- 
reihe y, (p\ y" für u = A mehr Zeichenwechsel hat, als für u = By demnach 
höchstens zwei. 

Der erste Theil der Behauptung ist evident; der zweite beweist sich 
nach der Sformschen Methode, indem, wenn u von A bis B wachst, Aenderun- 
;gen in den Vorzeichen nur dadurch hervorgebracht werden, dass u durch eine 
einfache Wurzel von g>{u)^0 oder (p'(u)=^0 geht, im ersten Falle aber be- 

15» 
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kanntlich ein Zeichen Wechsel zwischen (p und (p' verloren geht, im zweiten 
die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe y, r/)', (p" ungeändert bleibt. 

Diesen Hülfssalz wollen wir auf die Gleichung (10.) anwenden. Wir 
schreiben 

{u-a){u-b)(n-c) = D, {u-a){u-ß) ^ J, -j = ^j 

(2r_L_4._l_._J ! L_^ ) 

,^^J H«-«r"^("~fty^(«-o* 0'~«y ("-/*)v ' ( 
/ 1 i 1 1 1 Y 

\ u — a u — b H — c II — a u — ß ^ ) 



(p{u) = D'J' \ 
so ist 



»/' 



V 



u-b 



und 

woraus 
und 
Nun ist 



s u — a u — b u — c u — a u — ß 

(12.) 4J'(p(u)-J<p'{u) = 2^D»"'. 



_ ^-,, I a I («-«)(«-ft)(«-0 i , (/>-ffl)(/?-fc)(/?-c) i 



yro i. hein u enthält, folglich 

Die Coefficienten von («—/?)* und (w — a)* innerhalb der Klammer sind wesent- 
lich negativ, also auch f{u). Durch Subslilulion der Werthe von J\ J; D 
und ^*V" verwandelt sich (12.) in die (11.) analoge Gleichung 



(M-a)(M — ^) ,. . 3(«-a)(fi — fr)(ti — c) 



(13.) r^w-%f^:^9>'(«) 



A«) = 0. 



2tt_a— ^ 
Bei der Anwendung des Lemma's können wir nach dem Aber f{u) Gesagten 

(14.) .,"(„) = -iliU^f?^;^^ 

setzen; eine Function, die ihr Zeichen ändert, sobald u durch a, 6, c und 
i(o + /^) geht. Nun ist i(a + /?)<Cö und > c, kann aber eben sowohl >6 
als <: b sein. Bei der Feststellung der Intervalle, in welchen 9" sein Zeichen 
nicht ändert, mOssen diese beiden Fälle daher gesondert werden. 
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Weil (p{u) mit +«" beginnt, haben wir 

1^ — oc) = +; (p{+oc) = +; ferner findet man ohne Weiteres 
(15.) {(fic) ={c-af{c-bf{c-ay{c-ßy also =+, eben so <p{b\ (p{c\ 



,fp{ß) = -3(ß-af (ß-bfiß-cy ((i-af also = -, ebenso (p(a). 

Ferner 

y' (—■») = —, ^'(4-x;) = +, und aus (13.) ergiebt sich 

,, , 4(2a — a — (rf) x , 

<fi («) = (a_«)(«-^) y «)' «^^*^ = +' 

y'(*) =-^r^j53§v(*)' a'so =-, wenn 6>i(a+/3), 
(16.) ( «nd =+^ wenn b<:\(a-\-ß), 

U' W = (e-«)"c~?) ^^^^ "''"^ = " ' 

also =+, wenn i>K"+/^)9 ^^ ==~'9 wenn i<;K^+/^)- 

Wir wollen den Raum von — oo bis + » in kleinere Intervalle zerlegen , in 
welchen (p"{u) jedesmal sein durch (14.) leicht zu bestimmendes Zeichen bei- 
behält. Vorzeichen, die in (15.) und (16.) nicht bestimmt sind, haben wir in 
den nachfolgenden Tabellen durch ein Sternchen bezeichnet. 

I. b>\ia+ß) 

1 2 3 4 5 6 

u =-oo c-e c+e ß ß i(«+/^)-« i(«+/^)+* *~« *+« « 

(p=+++— — * ♦ ++ — 

9>' = ---♦♦ + + --♦ 

V>" =--+ + ++ - -+ + 

Nach dem Lemma ist also in den Intervallen (1.) und (7.) keine Wurzel, in 
den Intervallen (2.), (5.) und (6.) je eine, wie man auch die unbestimmt ge- 
lassenen Vorzeichen wählen mag; in (3.) höchstens eine, ebenso in (4.), also 
in dem Gesammtintervalle von ß bis b (vorausgesetzt, dass i(«+/^) selbst keine 
Wurzel ist) keine, eine oder zwei Wurzeln, da aber q>{ß) und (p{b) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben, so ist genau eine Wurzel vorhanden. Ist 
jedoch ki^+ß) ^^^^ Wurzel, so kann es, weil y\— 5^)>0, nur eine ein- 
fache sein. Dann gestaltet sich das Schema fflr beide Intervalle also: 



a a—t 


o+e +00 


- + 


+ + 


♦ + 


+ + 


+ + 


— — 



= ß 


i(«+/^)-* 


i(a+/?) + 6 


b-B 


1 = — 


— 


+ 


+ 


l' = * 


+ 


+ 


— 


•" = + 


+ 


— 


— 
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u 

*P 
<P' 

Beide Intervalle enthalten demnach keine Wurzeln und das Gesammtintervall 
von ß 6is b nur eine Wurzel =4 («+/?), wie oben. 

IL 6<ri(a+/^i). Auch hier sind 7 Intervalle zu unterscheiden, von 
denen (1.)? (2.)? (6.)? (7) "lit den obigen identisch sind; die drei übrigen sind 

3 4 5 

u = ß b-e b + e ^(a+ß)^a 4(a-f/9) + « « 

g)' = «4-+ — — * 

demnach ist in (3.) eine Wurzel, in (4.) + (5.) zusammen eine, und der Fall, 
dass y( ^"^^ ) = 0, erledigt sich wie oben. 

in. 6 = i(«+/?); y"(tt) = — («— ö)(tt— c) ist zwischen a und c po- 
sitiv, sonst negativ; man hat die Intervalle — oo bis c— e, c+e bis b—e, 
b-\-B bis a— «, a+6 bis +oo zu unterscheiden, von denen (1.) und (4.) mit 
den fraheren (1.) und (7.) identisch sind und keine Wurzeln enthalten, die 
beiden übrigen geben 

u = c+B b — i b+e a — € 

q> = + + + + 

(p" = + + + + 

Ein jedes Intervall kann somit höchstens zwei Wurzeln enthalten, und enthftlt 
sie auch wirklich, weil y(c) = +, 9)(/9) = ~, y(6) =+, y(a) =— , y(a) = + - 
Wir haben somit das Resultat: 

Die Gleichung y(«) = oder (10.) hat vier und nicht mehr reelle 
Wurzeln je eine zwischen c und ß, ß und b, b und a^ a und a, und jede 
derselben ist eine einfache. 

Anmerkung. Die Gleichung (p(n) = verdiente vielleicht auch nach 
anderen Beziehungen eine genauere Discussion. Im ebenen Problem ist die 
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entsprechende Gleichung 

o M I < * M ^ 1 ^ ^r - 

für welche die obigen Resultate sich auf die verschiedenartigste Weise ab- 
leiten lassen, eine solche, deren Invariante zweiter Dimension (die Grösse Jin. 
der Note zu §.1) verschwindet. Drückt man dieselben durch die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung fj , €2^ «3? ^4 aus, so heissl dies -2'(fi—«2)^(f 3—^4)^ = 0; 
eine Relation, die bei einer biquadratischen Gleichung mit reellen CoefTicienten 
nur bestehen kann, wenn zwei der Wurzeln reell und zwei imaginär sind. 
Dieselbe Invariante verschwindet auch für die den vierten Grad nicht über- 
steigende Gleichung 

or_L_. _1_._J l\rJ_^JL_4.J: JLV^o 

§. 4. 

Nennt man die Wurzeln von y(tt) = nach aufsteigender Grösse ge- 
ordnet «I, tf2, »3, U4 und die zugehörigen durch die Gleichung 

^ '^ u — v u — au — bu — c u — a u — ß 

definirten Werlhe von « bezüglich €?i, ©2, «?3, <?4? so sind, da für w = --oo, 
© = 4-00, beim Wachsen von u also zuerst ein Abnehmen von «> stattfindet, 
ri und Vy offenbar Minima, f?2 und «4 Maxima, und man hat 

. j<?i<<?2, <?3<«2, «3<«4!> so wie zufolge (9.) 

f|?l</lf, V2>ßy <?3<«, «4>«, also I?4>«1. 

Trägt man auf der gegebenen Normale mit Berücksichtigung des Zeichens 
vom Fusspunkte (a?o, yo!> «0) aus die Strecken — , — , -^, —^ -^, -^ ab 
(cf. §. 1) und nennt die Endpunkte der Strecken (a), (/9), (cj) u. s. w., so 
haben nach (17.) diese Punkte folgende Lage: 

(-*) (fi) iß) («0 (+^); 
(-00) (»3) («) (»4) +00; 

(-00) (r,) («,) (+00); 

Namentlich aber können die Punkte (o,), («}), («3), (e«), welche die nach 
beiden Seiten anendliche Normale in fttnf Stücke zerlegen, nur eine der fol- 



120 Joachimsthal, Anzahl reeller Normalen ron einem Punkte ati ein Ellipsoid, 
gendeii vier Lagen haben: 

ri7 ») l^""^^ *^*''^ ^"'^ ^^^^ ^*'*^ ^■^"'^ ^~^^ ^""'^ ^"'^ ^*'*^ ^'^^ ^"^^^ 



Die Sirecken (t?i) (t^o) und (v^) (v^) fallen also entweder zum Theil auf ein- 
ander^ oder die eine liegt in der anderen. 

Während u von — oc bis +oc wächst, geht fy continuirlich von +30 
bis «?i, von r>i nach ^2, von <?2 nach r?3, von «»3 nach «4, von «4 nach —yo. 
Verfolgt man diese Bewegung in jeder der obigen vier Anordnungen (17.*), 
so sieht man, dass der Endpunkt («?) der Strecke — jedesmal die beiden 
äussersten (nur nach einer Seite begrenzten) Theile der Normale einmal, die 
ihnen angrenzenden dreimal, den mittelsten fünfmal durchläuft. 

Uebertragen wif dies auf die vorliegende Aufgabe, so heisst dies:* von 
einem Punkte (g^ tj, 'Q der gegebenen Normale lassen sich noch fünf, drei oder 
eine Normale an das Ellipsoid legen, je nachdem der Punkt (|^ rj^ ^) auf bei- 
den Strecken (f?i) (rj), (©3) (»4), oder nur auf einer, oder auf keiner liegt. 

Mit Hülfe einiger das Ellipsoid betreifende Formeln lässt sich dieses 
Resultat einfach ausdrücken; Avir wollen dieselben jetzt zusammenstellen. 

§. 5. 
Sind a und ß die Quadrate der Halbaxen des der Tangentialebene im 
Punkte (ar„, 9,,, sSii) des EUipsoides parallelen Diametralschnittes, so ist 

Die Hauptkrümmungsradien sind — und — (und beiläufig n^aß = abc). Ist 
{X, Y, Z) der zugehörige Krümmungsmittelpunkt, so hat man : 

^^""^ = ^""^^ == ^""""^ =-« oder =-/?,• und hieraus 
£0. ^ iL. 

a b c 

(\R\ Y2^ (i^-^0\^ — ^^ y^ (6-«)^(fe-tt?) 72_ (g-^)'Cg — tt>) 
^^^^^ ^ a(a~6)(a~c)' ' "" 6(6-a)C6-c) ' ^ c(c-a)(c~6)' 

wo entweder u=-a^ w = ß oder u = ß, w = a zu setzen ist. Giebl man aber 
u alle möglichen Werthe von a bis 6^ und w gleichzeitig alle Werthe von 
6 bis c, so ist der Ort des Punktes {X, Y, Z) eine Fläche F^ (der Ort der 
Mittelpunkte der grösseren Hauptkrümmungskreise), und wenn man die Inter- 
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valle für u und w vertauscht, so ist der Ort eine zweite Fläche fj^ welche 
die Centra der kleinen Hauptkrümmungskreise enthält; f\ und F2 können als 
Theile einer Fläche angesehen werden, deren Gleichung durch Elimination von 
u und w aus (18.) erhalten wird, die Fläche der Krflmmungsmittelpunkte. 
Jede durch den Anfangspunkt gezogene Grade trifft Fi in zwei zu diesem 
symmetrisch gelegenen Punkten und eben so Fj- Denn soll X:Y:Z = l:m:n 
sein, so sind u und w durch die Gleichung bestimmt: 

^ ^^ .fii .» - a(a~6)(a-c)*6(6~a)(ft~c)'c(c~a)(c-6)' 

woraus 

^^^') (a-ii)' "^ (ib-uy ^ (c~ii)' " ^' 

welche Gleichung nach bekannter Schlussfolge nur zwei reelle Wurzeln, eine 
zwischen a und b^ und eine zweite zwischen b und c enthält. Aus (19.) 
folgt für jedes reelle u zwischen a und b (6 und c) ein reelles tv zwischen 
b und c (a und 6). Demnach sind Fi und F2 geschlossene Flächen. 

Wir wollen jetzt die Durchschnitte der Normale des Ellipsoids am 
Punkte (xo, yo, «u) mit den Flächen Fi und F2 bestimmen. Es seien X, Y, Z 
die Coordinaten eines Durchschnittes, so müssen ausser (18.) noch die Glei- 
chungen 

fo. ycL ^ 

a 6 c 

stattfinden. Substituirt man die hieraus sich ergebenden Werthe von X^ Y, Z 
in (18.), so werden u^ u>^ e durch die Gleichungen bestimmt: 

l{a-uf{a-w) = («-€?)'(«-«) (a-/3), 

(21.) hb^ufib-^w) = [b^f^f{b-a){b-^ß\ 

\{c-uf{c-w) = (c~f?)^(c-a)(c-/9). 

Die Annahme i^ = a giebt f> = 0^ und aus den beiden anderen Gleichungen 

in (21.) 

o , (a-a)(a-/?) ^ , (a-a)(a-/?) 

was, weil a— «^ a— /? von Null verschieden sind, auf einen Widerspruch führt; 
eben so wenig kann f«=6 oder =c sein. Wir können demnach aus (21.) 
die beiden Gleichungen ableiten : 
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(90^ (a-t>y{a-'»)(a-ß') , Q> -t>y (jb-aXb-ß) , (c-c)' (c-«)(c-/>) .^ 
^^^•J (a - uy (o- 6) (ia-cyCb- «)' (6- ä) (6 -c) "^ (c - u)' (c - o) (c - 6) ' 

/ooN (o-c)'(a-o) («-/?) I (b-vy(b-tt)(b-ß) I (c-P)' (c-«)(c-/?) ^q 
^*^-^ (a-uy (o- 6) (o - c) "^ (6 - «)• (6- a) (6- c) "^ (c - «)» (c - o) (c - 6) 

Umgekehrt lassen sich aus den beiden Gleichungen (22.) und (23.) die drei 
Gleichungen (21.) ableiten; denn drei beliebige Grössen y, y', y" können, 
wenn (o— 6)(o— c)(6— c)^0, immer unter die Form gebracht werden: 

Schreibt man statt (22.) und (23.) 

y , y' , y" 



{a-V){a-c) ' (6-a)(ft-c) ' {c-aXc-V) 
und 

y i . / 1 , f 



= 1 



= 0, 



und substituirt für y 6+fi'a+«'V u. s. w., so ergiebt sich erstens, dass «" = 1, 
und zweitens, dass «+«''+ <^ den Factor l—u enthält, also gleich (<— w)(<— ir) 
gesetzt werden kann; demnach ist y = (a— fi)(a— ic) u. s. w. Erwägt man, 
dass, wenn «i die ganze Function F(a) nicht verschwinden lässt, «i eine 

doppelte Wurzel von f{ss) = ist, sobald es den Gleichungen iV. =0, 

} =^ genügt, so sieht man, dass für r nur solche Werthe zu nehmen 

sind, die der Gleichung (22.) eine Doppelwurzel verschaffen, und für u diese 
Wurzel selbst, mit Ausschluss vonfi=a, =b und =c. Nun ist Gleichung (22.) 
keine andere als (5.); und nach den Rechnungen in §. 1 und §. 2 kann man 
für dieselbe schreiben: 

^u^^y(u^aXu^ß) I 1 1 1 1 1 2__} ^ ^ 

(u — a)(u — 6)(m— -c) \u — au — bu — c u — a u — ß u — vi ' 

oder 

Die Werthe von r, welche dieser Gleichung eine Doppelwurzel verschaffen, 
machen entweder « = €?, und dann sind sie (wiederum mit Ausschluss von 
a, b und c) =a und = /?, oder sie geben dem anderen Factor eine Doppel- 
wurzel, und dann hat man für diese « 
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u — a u — 6 u—c u — a u — ß u — t 

1.1 i 1 



= 0, 



(fi-ay"'"(ii-6y+(ti-c)» {u-ay (u-ßy (u-vy " ®' 

man kommt also auf die behandeile Gleichung (10.) wieder zurück *). Somit 
haben die Gleichungen (22.) und (23.) nur folgende sechs Lösungen: 

V = ß f>i V2 CC f)^ Vi 

u = ß Ui U2 a u^ W4. 

Zu jedem Werthepaare von v und u bestimmt sich aus (21.) ein reelles 
Wy das zwischen a und b Hegt, wenn u zwischen b und c liegt und umge- 
kehrt. Die Normale am Punkte (iro,y„,Ä„) des EUipsoides hat also mit der 
Fläche Fl die drei in §. 4 mit (a), (^3), {V4) bezeichneten Punkte gemein- 
schaftlich, und mit F2 die Punkte (/?), (f?i), (tJj). Dass die Normale mit jeder 
der geschlossenen Flachen Fi, Fj eine ungrade Anzahl von Punkten gemein- 
schaftlich hat, erklart sich daraus, dass sie Fi in (a), F2 in (/?) berührt. Wenn 
man den Beweis dafür analytisch fuhren will, so kann man entweder auf die 
Formeln (18.) zurückgehen, oder es unmittelbar daraus schliessen, dass die 
Discriminante von (5.) oder von 

(w-f?){W^(ii~f>)-2(w~a)(w-6)(w-c)(fi->«)(ii-/9)} = v 

offenbar die qimdratischen Factoren (r — a)^, {v—ßf enthält. Da für die vor- 
liegende Untersuchung dieser Umstand aber ohne Bedeutung ist, so gehen wir 
auf diesen Beweis nicht näher ein. 

Die Resultate des §. 4 lassen sich demnach folgendermaassen aussprechen: 
Eine nicht in einem Hauptschnitte des EUipsoides liegende Normale trifft 
jeden der beiden Theile Fi, Fj der Fläche der Krümmungsmittelpunkte, ab- 
gesehen von den beiden Krümmungsmittelpunkten (a) und (/i), welche zum 
Fusspunkte der Normalen gehören, in noch zwei Punkten (©3), (v^) und (t?,), (r^). 
Die beiden von den Normalen in Fi und Fj bestimmten Sehnen enthalten jede 
eines der Centra ((x), (ß) und sind durch keinen endlichen Raum von einander 
gelrennt, d. h. die eine liegt zum Theil oder ganz in der anderen. Ferner: 
Von einem Punkte lassen sich an ein EUipsoid sechs, vier oder zwei 
Normalen ziehen, je nachdem er innerhalb beider Theile Fi und F2 der Fläche 



*) Man hätte diese Betrachtungen mit Hülfe der Curve, welche (22.) oder (5.) 
repräsentirt und die aus einer parabolischen Curve fünften Grades und einer Graden 
besteht; wenn u und v als Coordinaten angesehen werden^ abkürzen können. 

16» 
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der Krämmungsmittelpunkte, oder innerhalb des einen und ausserhalb des an- 
deren, oder ausserhalb beider Hegt. 

Anmerkung. Zum vollständigen Beweise dieses Resultates gehört 
noch die Betrachtung des Falles, dass der gegebene Punkt in einer Haupt- 
ebene liegt. 

Die (xy) Ebene schneidet die beiden Flächen Fi und Fj in der Curve 

(24.) {ax')*+{by')^ = (a-fr)*, 

(25.) _^+-*l^, = 1. 

Von den Fusspunkten der sechs durch {^tj) gehenden Normalen liegen vier 
in der (xy) Ebene, und ihre Realität hängt davon ab, ob (^tj) innerhalb (24.) 
liegt oder nicht; die beiden anderen ausserhalb der (xy) Ebene, und ihre 
Realität hängt davon ab, ob (|?j) innerhalb (25.) liegt oder nicht. Die Com- 
bination beider Resultate zeigt die Richtigkeit des Hauptsatzes für diesen 
speciellen Fall. 

Von den beiden Curven, der Ellipsenevolute und einer Ellipse, aus 
welchen die Durchschnitte von Fi und Fj mit den Coordinatenebenen bestehen, 
gehört zu Fi in dem einen Hauptschnitte die Evolute, in dem anderen die El- 
lipse, in dem dritten ein Theil der Evoluten und ein Theil der Ellipse, ebenso 
ist es mit Fj. 

Breslau, im Januar 1861 *). 



*) Noch ehe diese Abhandlung in die Oefientlichkeit gelangt ist^ hat ein früh- 
zeitiger T(5d am 5. d. M. ihren scharfsinnigen Verfasser aus der Mitte seiner Lauf- 
bahn fortgerafft. 

Die Srösse des Verlustes, den die Wissenschaft durch seinen Tod erleidet, wissen 
die Leser dieser Zeitschrift zu ermessen, die ihn aus einer Reihe von Abhandlungen 
als vielseitigen Forscher in den verschiedensten Theilen der Analysis und vor Allem 
in ihrer Anwendung auf die Geometrie kennen. Er begnügte sich nicht, die Fragen, 
die er behandelte, durch HinzufUgung einzelner neuer Thatsachen und Ergebnisse zu 
fördern, sondern ging überall bis zu den einfachsten Gründen zurück und suchte so 
zwischen vereinzelten Ergebnissen einen Zusammenhang aufzufinden. Li dieser auf 
das Ganze gerichteten Thätigkeit seines klaren Geistes la^ die seltene Lehrergabe, 
die ihn auszeichnete, und die seinen Tod für den mathematischen Unterricht zu einem 
ebenso beklagenswerthen Ereigniss macht, wie fUr die mathematische Literatur. 

Berlin, im April 1861. B, 
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Ueber Curven vierter Ordnung. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 



§. 1. 

Von eiDigen Curven, welche in der Theorie der Curven vierter Ordnung zu 

betrachten sind. 

JLlie Theorie der Curven n!.^'' Ordnung knüpft sich naturgemäss an 
die der Curven niedrigerer Ordnungen an ; bildet man die verschiedenen Po- 
laren, und die Grundformen derselben, so sind dies auch Grundformen der 
Curven w'*'" Ordnung, d. h. solche Formen, welche durch eine Transformalion 
der Coordinaten wiederum in die frühere Gestalt übergehen, multiplicirt mit 
einer Potenz der Transformalionsdeterminante. 

Die Grundformen, welche man so erhält, sind sehr verschiedener Art. 
So geben die Invarianten der ersten Polare Covarianten der ursprünglichen 
Function; die zugehörigen Formen geben Zwischenformen; die Covarianten 
aber eine Art von Grundformen, welche sich von eigentlichen Covarianten 
dadurch unterscheidet, dass sie gleichzeitig in Bezug auf die Coordinaten 
zweier Punkte homogen sind. 

Da unter solchen Grundformen für die Geometrie vor Allem die eigent- 
lichen Covarianten von Bedeutung sein werden, so wird man zunächst den 
Satz benutzen, dessen Richtigkeit an sich deutlich ist: 

Die InecMrianten der verschiedenen Polaren sind Covarianten der ur-^ 
sprünglichen Function. 

Wenn man dies z. B. auf die Curven vierler Ordnung anwendet, zeigt 
sich zunächst die erste Polare, welche eine Curve driller Ordnung ist. Diese 
hat zwei Invarianten S, T, nebst der in vieler Hinsicht merkwürdigen Ver- 
bindung derselben R = T^—S^. Man hat also hiernach für die Curven vierler 
Ordnung die Covarianten S von der vierten, T von der sechsten, R von der 
zwölften Ordnung. Die Curven iS = 0, T=0, Ä = sind daher Fundamenlal- 
curven für die Betrachtung der Curven vierler Ordnung. Die geometrische 
Bedeutung derselben ist leicht ersichtlich. Die Curve, welche entsteht, wenn 
man die Determinante der Polare gleich Null setzt, und welche im Folgenden 
eine grosse Rolle spielt, mag der Kürze wegen Polardeterminante genannt 
werden. Die Curve S ist dann, nach der Theorie der Curven dritter Ord- 
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nung, der Ort derjenigen Pole, deren Polardelerniinanle sich in ein Dreieck 
auflöst; oder, wie ich an einem anderen Orte gezeigt habe, bei denen die 
Wendetangenten der Polaren sich zu dreien in drei Punkten begegnen. Ferner 
ist T der Ort derjenigen Pole, deren Polaren mit ihren Polardeterminanten 
in dem Reciprocitätsverhaltniss stehen, dass die Wendetangenten der einen 
immer die anderen berühren. Die Curve Ä = aber ist der Ort der Pole, 
deren Polare einen Doppelpunkt hat; und der Ort dieses Doppelpunktes ist 
dann ^ = 0, eine Curve sechster Ordnung, welche durch die Wendepunkte 
der Curve vierler Ordnung geht, und zugleich die Invariante der zweiten 
Polaren ist. 

Mit diesen Formen ist der Kreis der Covarianten zunächst abgeschlossen. 

lieber die letzterwähnten Ortscurven hat Herr Steiner (dieses Journal 
Bd. 47, pag. 4) einige merkwürdige Sätze bekannt gemacht, auf Curven ganz 
beliebigen Grades bezüglich. Wenn auch der vollständige Beweis jener Sätze 
die Kräfte der Analysis noch zu überschreiten scheint, so wird man doch im 
Folgenden, nebst anderen Sätzen, auch einige derjenigen bewiesen finden., 
welche Herr Steiner dort angeführt hat. 

§. 2. 

Doppelpunkte und BückkebrpuDkte der Polaren bei algebraischen Curven im 

Allgemeinen. 

Es sei w = die Gleichung einer Curve «'" Ordnung, und 

**'" n dx. ' ^'* - i».n-l dx.dx^ ' ^*^- 

Ist dann y ein Punkt, dessen Coordinaten yi, yj? Hs sind, so ist die Gleichung 
seiner Polare 

Die Wendepunkte dieser Curve findet man, indem man x in x+k.a über- 
gehen lässt, wodurch r in 

übergeht, und dann die Bestimmung triffl, dass D^d in zwei lineare Facloren 
zerfällt. Hierdurch erhält man die sechs Gleichungen 
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Diese Gleichungen drücken zunächst nur aus^ dass y auf der Polardeterminante 
von y liege. Fügt man noch die Bedingung hinzu 

(2.) a = aiXi+a2X2+a^X3 = 0, • 

welche mit der Bedingung r = übereinkommt, so wird x ein Wendepunkt 
der Polaren, und a wird die Wendetangenie. 

Die Gleichungen (1.), (2.) schliessen bereits einige geometrische Re- 
sultate ein. Eliminirt man aus (1.) die a, ß^ so erhält mau die Polardeter- 
minante 

Vi «lU+^i W211+ff3 W3JI ^ Vi «112+^2 ^212+^3 W312 9 Vi «113+^2 «^213+^3 «313 

(3.) = ^^= yi «^112+^2 W2i2+ff3W3l2, yi«J22+ff2 W222+ff3«322 9 ^l «123+^2 «^23+^3 %13 

yi «113+^2 «213+93 «313!) ?! «123+^2 «223+^3 «323 , ^1 «133+^2 «233+^3 «333 

Verbindet man dies mit der Gleichung « = 0, so ergiebt sich der Satz : 

Es giebt immer drei verschiedene Pole^ deren Polaren in einem gege- 
benen Punkte einen Wendepunkt haben, 

Eliminirt man aber aus den Gleichungen (1.) die y und die ß, so ist 
das Eliminationsresultat eine Determinante, welche nach Herrn Aronhold durch 
Su = bezeichnet werden kann. (Vgl. dieses Journal Bd. 55, pag. 189.) Die 
Coefficienten a, welche die Gleichungen der drei entsprechenden Wendetan- 
genten bestimmen, erhält man daher direct aus den Gleichungen: 

(4.) S,, = 0, «=0, 

deren erste vom dritten Grade ist. 

Rückt der Pol auf einer Curve <p(y) = öfort, so beschreiben die 
Wendepunkte der Polare eine Curve, welche durch Elimination der y aus 
<? = 0, J^ = 0^ (p==0 erhalten wird. Ist diese Curve insbesondere eine Gerade 

(5.) Ciyi + c2y2+(hyi = 0, 

und setzt man für den Augenblick 

(6.) J, = rp{yi,y^,yz\ 

so ist das Resultat der Elimination, wie man' sogleich sieht: 

(7.) = V'{C2«3 — C3tt2, C3«l — Ciff3,Cifl2 — C2«i}. 

Wenn also der Pol eine Gerade beschreibt ^ so beschreiben die Wendepunkte 
der Polare eine Curve der 6 (« — 2)'"* Ordnung. Sämmtliche Polaren, deren 
Pole auf der Geraden liegen, schneiden sich aber in (n—iy Punkten, den 
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Lösfmgen der Gleichungen 

Diese (n — if Punkte sind dreifache Punkte der Curve (7.)*). 

Betrachtet man in (7.) die x ak constant, die c als veränderlich ^ so 
ist yj = das Product dreier linearen Factor en, welche die Gleichungen der 
obengedachten drei Pole sind, deren Polaren x zum Wendepunkt haben. U. s. w. 

Soll nun insbesondere die Polare einen Doppelpunkt haben, so müssen 
gleichzeitig die Gleichungen bestehen (vgl. (1.), (2.)): 



(8.) ^ 

^«iiPi + «2^2+«3^3 = 0, ßiXi+ 182X2 + ß^X3 =0. 

Es ist dann x der Doppelpunkt, a = 0, ß = sind die beiden Tangenten dessel- 
ben^ y ist der zugehörige Pol. Indem man aus diesen Gleichungen die x^ a, ß 
eliminirt, erhält man die Gleichung der Curve, auf welcher die Pole aller mit 
einem Doppelpunkt verseheneu Polaren liegen. Sie mag durch ß=0 bezeichnet 
sein. Eliminirt man hingegen die y^ a, ß, so gelangt man zu der Ortscurve 
der Doppelpunkte. Die Gleichung derselben ist die bekannte Hessesche De- 
terminante, gleich Null gesetzt. Denn multiplicirt man die erste Gleichung (8.) 
mit Xk und summirt nach k, so kommt 

fyiWji+y2Wi2+y3«i3 = 0, 
(9) }yiUi2+y2t*22+yi^i = 0, 

lyiWl3 + y2W23 + ff3«33 = 0, 

woraus sich durch Elimination der y sofort ergiebt: 

^u = 0. 

Eliminirt man endlich die x, y, ß, so erhält man die Gleichung der- 
jenigen Curve, welche von den Tangenten des Doppelpunktes umhüllt wird. 

Die beiden Curven Ä = 0, -^^^ = hat Herr Steiner im Zusammenhange 
betrachtet , und conjugirte Kemcurven der Curve ii = genannt. Von den 
Sätzen, welche Herr Steiner dort anführt, hebe ich nur zwei hervor, um sie 
analytisch zu begründen: 



*) Wenn die Gerade eine Curte /'^'"^(c,, c,, c,) = umhüllt, so beschreiben die 
Schnittpunkte der Polaren also die Curve m(n-'iy^'' Ordnung ^("j , w, , tij) = 0. Dreht 
sich insbesondere die Gerade um einen Punkt |, so ist die beschriebene Curve die Polare 
von |. Herr Steiner hat die (» — i)' Punkte Polare der Geraden genannt. 
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So wie bekanntlich dieCuree -^,, = durch die Wendepunkte von w=0 
hindurchgeht^ ebenso berührt R = sämmtliche Wendetangenten. 
Zu diesem Zweck braucht man nur die Gleichung 

(10.) yiU.+y^Ui + y^u^ = 

zu differenliiren, um mit Hülfe von (9.) einzusehen, dass auch 

dyi.Ui + dy2'tf2 + dyi.u^ = 

ist. Daher ist (10.) die Gleichung der Tangente für die Curve ß = im 
Pole y von x^ sobald man statt der y die laufenden Coordinaten setzt. Ist 
nun aber insbesondere x ein Wendepunkt, so ist (10.) auch die Gleichung 
der Wendetangente, diese berührt also auch Ä = 0. 

Ferner: 

Zwei Pole, deren Polaren einander berühren , liegen immer auf einer 
Tangente von ß = ; und zwar berühren sich die Polaren aller auf einer 
solchen Tangente gelegenen Pole in einem Punkte, dem Doppelpunkt x, wel- 
chen die Polare des Berührungspunktes y der Tangente enthält; die gemein- 
same Tangente aller Polaren ist aber die Verbindungslinie von x und y. 

Sollen nämlich ss, t zwei Punkte sein, deren Polaren 

ZlUx+Z.2U2 + ZiU2 = 0, <! W, + /2«> + '3W3 = 

sich berühren, so müssen die Gleichungen bestehen: 

(11.) ZiUii+Z2U2i+Z^U^i = f^{tiUu+t2U2i+t3U^i). 

Setzt man also 

yh = ^h-Yf^h, 
so hat man die Gleichungen (9.) vor sich; die Verbindungslinie von ä, / ent- 
hält also einen Punkt von Ä = 0, und ist Tangente in diesem Punkt, da die 
Gleichung der Tangente (10.) 

YiU,+ Y2U2+Y^Ui = 

für Y= SS und Y=t erfüllt ist. Der Berührungspunkt der beiden Polaren 
ist aber nach (11.) der zu y gehörige Doppelpunkt x; und in demselben be- 
rühren sich also alle Polaren, welche Punkten der Tangente in y angehören. 
Endlich ist die Gleichung der gemeinsamen Berührungstangente 

A'i («1 «lll + «2 «12 + «3 W13) + -^2 («1 «21 + Ä2 «22 + «3 W23) + -X3 («1 flji + «^ 

Da diese Gleichung durch X=x und X = y erfüllt ist, so stellt sie die Ver- 
bindungslinie des Pols mit seinem Doppelpunkt dar. 

Journal für Mathematik Bd.LlX. Heft 2. 17 
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Der erste dieser beiden Sätze (aus denen sich einige andere von Herrn 
Steiner angegebene ohne Weiteres ableiten lassen) giebt als speciellen Fall 
einen Satz, den ich an einem anderen Orte aus einem ganz anderen Stand- 
punkte bewiesen habe. Da nämlich für die Curve dritter Ordnung ^ = und 
/J = zusammenfallen, so folgt, dass die Wendetangenten der Curven dritter 
Ordnung sämmtlich die Curve ^ = berühren, welche durch die Wende- 
punkte hindurchgeht. ' 

Ich bemerke noch zwei Eliminationsprobleme, welche sich bei diesen 
Untersuchungen aufdrängen. 

Die Darstellung der Curve i{ = in Liniencoordinaten führt auf die 
Elimination der x aus den Gleichungen 

Die Darstellung der Curve aber, welche von der Verbindungslinie x, y 
des Doppelpunktes mit seinem Pol umhüllt wird, fordert die Elimination der 
X aus den Gleichungen 

ßiXi+ßiX.+ßiX^ = 0, z/„ = 0, 
^ßißkUa = 0. 

Die letzte Gleichung, in welcher die Un Unterdeterminanten von J bezeichnen, 
folgt leicht aus der Verbindung von 

ßiVi+ßiy^+ß^yy = 
mit den Gleichungen (9.). 

Es kann endlich nach denjenigen Polen gefragt werden, deren Polaren 
einen Rückkehrpunkt enthalten. Für solche Pole müssen nicht nur die Glei- 
chungen (8.) fortbestehen, sondern es müssen auch die beiden Tangenten des 
Doppelpunktes zusammenfallen, so dass die a den ß gleich werden. Man hat 
also die Gleichungen: 

\yiUiik+y2thik+yi^ik = ^cii<^k> 



(12.) . 

[CtiXi + ^2 ^ + ^3 ^3 = 0« 

Durch diese Gleichungen sind die y^ Xy a bestimmt, und zwar enthalten die 
Gleichungen auch eine genügende Anzahl von Unbekannten. Es ist aber leicht 
zu zeigen, aus welchen Gleichungen insbesondere die x zu finden sind. Denn 
aus der Theorie der Curven dritter Ordnung geht hervor (wie man z. B. durch 
einfache Anwendung der ^Te^^eschen Form findet), dass, die m/i^ wie Conslante 
betrachtet, das Resultat der Elimination der a^ y aus den sechs Gleichungen, 
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welche die erste Gleichung (12.) darstellt, kein Anderes ist als 

S = 0. 
Bezeichnet man also durch S überhaupt die Covariante, welche entsteht, so- 
bald man in S die Coefficienlen nicht mehr Conslante, sondern die oben durch 
tt,AA bezeichneten Grössen bedeuten lässt, so zeigt sich, dass die Rückkehr- 
punkte der Polaren sämmtlich auf derCurve 4(ii— 3)*"'' Ordnung S = liegen. 
Ausserdem aber liegen sie, wie alle Doppelpunkte, auf ^ = 0. Und daraus 
folgt der merkwürdige Satz: 

Die Rückkehrpunkte der Polaren sind die 12(w— 2)(«—3) Schnittpunkte 
der Curven S = 0, ^„ = 0. 

Herr Steiner hat eben dieselbe Anzahl für die Rückkehrpunkte der 
Curve jR = gefunden; was darauf hinzudeuten scheint, dass die Pole der 
Polaren mit Rückkehrpunkten auch Rückkehrpunkte der Curve /J = sind. 
Dies ist in der That bei den Curven vierter Ordnung der Fall, wie man 
weiter unten sehen wird. 

§. 3. 

Anwendung auf die Curven vierter Ordnung. EigenBchaften der Polard et erminanten. 

Man bemerkt, dass die vorliegenden Resultate wesentlich auf den Glei- 
chungen (1.) beruhen. Ist aber u eine homogene Function der vierten Ord- 
nung, so haben diese Gleichungen die besondere Eigenschaft, sich nicht zu 
verändern, wenn man die y mit den x vertauscht. Hieraus ergeben sich einige 
Resultate, welche der Reihe nach angedeutet werden mögen. 

Da die Polardeterminante die Determinante der linken Seite von (1.) 
ist, so bleibt auch sie unverändert, wenn man y mit x vertauscht. Daraus folgt: 

Wenn y auf der Polardeterminante eon x liegt ^ so liegt auch x auf 
der Polardeterminante ron y, 

(Die Polardeterminante geht zugleich durch den Pol, nur wenn der Pol 
auf der Determinante von u liegt. Man kann daher die Determinante auch 
als den Ort derjenigen Pole auffa^ssen, welche zugleich auf ihrer Polardeter- 
minante liegen,) 

Wenn man also die Polardeterminanten zu zwei unendlich nahen Punkten 
einer Geraden aufsucht, so berühren die Polardeterminanten der neun Punkte, 
in welchen jene sich schneiden, die Gerade in dem Orte, eon welchem man 
amging. 

17» 
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Rückt daher der Pol auf einer Cume fort, so umhüllt die Polardeler- 
minante eine andere Curee; wenn aber umgekehrt der Pol auf der letzteren 
fortrückt^ so umhüllt die Polardeterminante die erstere. 

Bezeichnet man die Polardeterminante durch 

und rückt der Pol y auf der Curve 9?(yi, ^2^ Vz) = fort, so wird der Schnitt- 
punkt X zweier nächsten Polardeterminanten gefunden, indem man gleichzeitig 
diese Gleichungen für benachbarte Werthe der y bestehen lässt, so dass 

y^'yidyi+yj'y2.dy2+y^'yz'dy^ = 0, 
fp'yidyi + (p'y2.dy2 + (p'y^,dy3 = 0. 
Man hat daher 

xfj'yi = Icp'yi, 

yj'y^ = Xcp'y^^ 
Fügt man hinzu 

y; = oder cp = 0^ 

so sind dies vier Gleichungen, aus welchen durch Elimination der y die ge- 
suchte ümhüllungscurve hervorgeht. 

Ist insbesondre cp vom ersten Grade, so sind diese Gleichungen genau 
dieselben, welche man anwendet, um die Curve tp = in Liniencoordinaten 
auszudrücken. Das Resultat ist bekanntlich dann (nach der Bezeichnung von 
Herrn Aronhold) Fj^ = 0, diesen Ausdruck so gebildet, dass in J„ die y als 
die Veränderlichen gelten, und also aus F verschwinden; wo F dann vom 
sechsten Grad für die CoefGcienten des linearen Ausdruckes (p, und vom vierten 
für die Coefficieuten von ^, mithin für die x vom zwölften Grade ist. Dies 
kann man in den Satz zusammenfassen: 

Rückt der Pol auf der Geraden «i^i 4-0^^2 +«3^3 = fort, so umhüUt 
die Polardeterminante eine Curee zwölßer Ordnung, u^elche, die x als con- 
stant, die a als veränderlich betrachtet, die Polardeterminante von x in Linien- 
coordinaten darstellt. 

Nach einer Formel von Herrn Cayley, welche Herr Aronhold anführt 
(d. J. Bd. 55, p. 187) ist aber 

3F^, = --SS'.F^^AT.Sl+GS.S^X., 

wo die Ausdrücke rechts genau die in der Theorie der Curven dritter Ord- 
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nung so bezeichneten Functionen darstellen, nur dass statt der constanten 
Coefficienlen immer die linearen Ausdrücke w;;ä eintreten. Durch blosse Be- 
trachtung dieser Formel erkennt man: 

Die Curee, welche eon der Polar determinante umhüllt wird^ wenn der 
Pol die Gerade «iyi + cf2y2+«3y3 = durchläußy geht immer durch die nämr- 
liehen 24 Punkte^ in denen sich die Cureen 

S = 0, T = 
durchschneiden^ welche vom vierten und sechsten Grade sind; und hat ausser-- 
dem immer 12 Doppelpunkte , welche gleichfalls auf S = und zugleich auf 
der Curve dritter Ordnung Su = liegen^ welche von den Coefficienlen a ab- 
hängig ist. 

Es mögen sich hieran die folgenden Betrachtungen schliessen, welche 
die Bedeutung dieses Ausdrucks Su ans Licht stellen. Aus den Gleichungen, 
als deren Determinante sich S., für die beliebige Curve dritter Ordnung dar- 
stellt (die erste Gleichung (8.), wenn man die u^h als Coefßcienten der Curve 
dritter Ordnung und die y und ß als Eliminationsgrössen betrachtet, giebt dies 
System, vgl. bei Herrn Aronhold, a. a. 0. p. 189), ergiebt sich für solche 
Curven der Satz: 

Wenn ein Pol y sich auf der Determinante der Curve dritter Ordnung 
u = bewegt^ so zerfällt seine Polare in zwei Gerade^ deren Schnittpunkt 
wieder auf der Determinante liegt; diese Geraden umhüllen eine Curve dritter 
Classe Su = 0, 

Für die Curven vierter Ordnung wird nun der Ausdruck 

«1,11 1*122 «133 2fli23 2«ii3 2Un2 
«^233 
Wj33 
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eine Zwischenform, welche, gleich Null gesetzt, eine Curve dritter Ordnung 
oder dritter Classe bedeutet, jenachdem man die x oder die a als die Ver- 
änderlichen betrachtet. Dies giebt daher die folgenden beiden Sätze: 

Wenn ein Punkt y auf der Polardeterminante von x fortrückt, so um- 
hüllen die Geraden, in welche die Polare von y, in Bezug auf die Polare von 
X genommen, zerfällt, die Curve dritter Classe S^ = 0. 
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Die Punkte, deren Polare eon einer gegebenen Linie (XiXi+a2Xi+a^Xi=0 
in solchen drei Punkten geschnitten wird, dass die drei in den Schnittpunkten 
an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem Punkt y begegnen, liegen 
auf der Cun^e dritter Ordnung Su = 0. 

§. 4. 

Von der Curve S = und den Dreiecken, in welche die Polardeterminante 

zerfallen kann. 

Wenn insbesondere der Pol der Curve S = angehört, so zerfällt die 
Polardeterminante in drei Gerade. Es entsteht ganz natürlich die Frage, welche 
Curve von den Ecken dieser Dreiecke beschrieben, und welche Curve von 
den Seilen derselben umhüllt wird, während der Pol die ganze Curve S = 
durchläuft. 

Aus der Theorie der Curven dritter Ordnung folgt, dass wenn für 
eine solche Curve S = ist, y aber eine Ecke des Dreiecks bedeutet, in 
welche die Polardeterminante zerfällt, und «,, «2? «3 die Coordinaten der 
gegenüberliegenden Seile dieses Drefecks bezeichnen, die Gleichungen bestehen : 

(13.) yiUuk+y2n2ik+y3Uuk = 2«,«^,- 
wie man dies leicht z. B. an der Hesseschen Form nachweist. Die ange- 
regten Fragen kommen also darauf hinaus, die Gleichungen zu bestimmen, 
welche hervorgehen, indem man die x und die a, oder die x und die y aus 
diesen Gleichungen eliminirt. Aber die Gleichungen (13.) ändern sich nicht, 
wenn man die y mit den x vertauscht. Hieraus fliesst ohne Weiteres der Satz : 

Wenn y eine Ecke des Dreiecks ist, in welches die Polardeterminante 
Ton X übergeht, so geht auch die Polardeterminante von y in ein Dreieck 
über, und eine Ecke desselben liegt in x, die gegenüberliegende Dreiecksseite 
aber ist in beiden Fällen dieselbe. 

Die Ecken der Dreiecke beschreiben also gleichfalls die Curve S = 0, und 
zwar gehört auf diese Weise jeder Punkt x von S = zu drei Dreiecken; es 
sind dieses die Polardeterminanten der Ecken des zu x selbst gehörigen Dreiecks. 

Ferner aber kann man die Gleichungen (13.) als lineare Gleichungen 
ansehen, deren Unbekannte die sechs Grössen: 

y,a?i, y^x^+yzx^^ 
yjXi^ y^Xi+yiX^^ 
yiXi^ yvXi+y^Xi 
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sind. Löst man also diese Gleichungen auf, indem man durch ^«„,/a die Un- 
terdeterminanten der symmetrischen Determinante 

^1111 ^1122 Wxi33 «1123 ^1131 ^1112 

^211 «2222 «2233 ^223 ^31 ^212 

tf3311 %322 ^333 ^323 %33i ^312 

^H ^2322 *^333 ^323 ^331 ^312 

*f31Jl W3122 «3133 ^123 ^131 ^112 

^1211 «1222 ^1233 ^1223 ^1231 ^1212 



(14.) A = 



bezeichnet, so kommt 

(15.) 

In diesen Formeln ist 



A(x^y,+y^x,) = 2^i^iAn,^,aiai. 



(16.) 



— •'^iijiA "^mHyli -^nm^ik ^^^ '^^myki • 

Dagegen sind von diesen Grössen im Allgemeinen verschieden diejenigen 

Systeme, welche aus 

^im,An und Ai^^l^ 

durch ähnliche Vertauschungen sich ableiten lassen. 

Da nun die Determinante der linken Theile von (15.) verschwindet, so 
muss die Determinante der rechten Theile ebenfalls verschwinden für alle die- 
jenigen Linien a^ welche Seiten eines solchen Dreiecks werden können, in 
das eine Polardeterminante übergeht. Die Determinante der rechten Theile, 
gleich Null gesetzt, giebt aber die Gleichung: 

^i^k-^ik^u^i^k ^i^kAik,i2CCiai, ^i^f^Aik^i^aittj, 
(17.) yj= -2i-r|^;jt,i2«i«* -Ti-Tik^f^^wa;«^ ^i^i^Aa^^aiat =0, 
-2'i-S'|A*,i3«i«ik ^iS^Aik^^aia^ -r^-rü^^i^aja^a^i 
und man hat den Satz: 

Die Seiten aller Dreiecke y in welche die Polardeterminante zerfallen 
kann, umhüllen eine Curve sechster Classe 

yj = 0. 

Ehe ich zu weiteren geometrischen Sätzen äbergehe, muss ich zweier 
algebraischen Sätze gedenken, welche eine Vergleichung zweier Methoden er- 
giebt, die Anzahl der Dreiecke zu bestimmen, deren eine Ecke auf einer ge- 
gebenen Geraden liegt, oder deren eine Seite durch einen gegebenen Punkt geht. 
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Bezeichnen «,, a^, «3 gegebene Coordinaten einer Geraden, so be- 
stimmen die Gleichungen 

(18.) S = 0, S, = 

zusammen zwölf Werthsyslerae der x. Wegen der ersten Gleichung ist aber 
die Polardeterminanle von x ein Dreieck. In solchem Fall zerfällt S,, = 0. 
die a als veränderlich angesehen, in drei lineare Facloren, welche einzeln 
gleich Null gesetzt, die Gleichungen der Ecken jenes Dreiecks darstellen. 
Also geben die Gleichungen (18.) solche zwölf Punkte von S — O an, deren 
Polardeterminanten eine Ecke in der gegebenen Geraden haben. Diese zwölf 
Punkte bestimmen sich aber durch eine Gleichung vierten Grades, welche die 
Schnittpunkte y der Geraden mit iS = angiebt. Bestimmt man die Ecken 
der zu diesen vier Punkten gehörigen Dreiecke, so sind dies nach dem Obigen 
die Punkte x. Man hat also folgenden Satz: 

Die beiden Gleichungen S = 0, S,, = 0, welche zwölf Werthsy steine 
ergeben, sind algebraisch lösbar. Denn bestimmt man die y mit Hülfe einer 
biquadratischen Gleichung so, dass 

(19.) a,y, + a,y, + a,y, = 0, S{y)*) = 0, 

so gieht die Zerfällung von S„(y, a) = in lineare Factoren (welche durch 
eine cubische Gleichung bewirkt wird) die Gleichung von je drei Punkten x, 
welche je einem Werthsystem der Gleichungen (19.) entsprechen. 
Wenn dagegen die Gleichungen gegeben sind: 

(20.) S(aT) = 0, J,.(x,y) = 0, 

in welchen die y gegebene Grössen bedeuten, so hat man abermals zwölf 
Werthsyslerae der x vor sich. Wegen der ersten Gleichung aber zerfällt die 
zweite, die y als die Veränderlichen betrachtet, in drei lineare Factoren, welche, 
einzeln gleich Null gesetzt, die Seiten des zu x gehörigen Dreiecks bestim- 
men. Die Gleichungen (20.) liefern also diejenigen Punkte in S = 0, deren 
eine Dreiecksseite durch den gegebenen Punkt y geht. Aber bezeichnet man 
durch a,, «3, «3 die Coordinaten einer solchen Dreiecksseite, so genügen diese 
den Gleichungen 

(21.) «iyi+«2y2+cf3y3 = 0, ^^ = 0, 



*) Diese Schreibart ist hier und in einigen folgenden Gleichungen benutzt, um 
die nämlichen Functionen, welche einmal mit den Veränderlichen Xy das andere Mal 
mit den Veränderlichen y geschrieben sind, unterscheiden zu können. 
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welche nur auf eine Gleichung sechsten Grades führen. Und so hat man den 
folgenden Salz: 

Die Gleichungen S(x) = 0^ ^u(Xy y) = 0, uoelche zwölf Werthr-Systeme 
ergeben, sind durch eine Gleichung des sechsten Grades lösbar. Sucht man 
nämlich zunächst solche Grössen a, welche den Gleichungen (21.) genügen, und 
bestimmt dann Werthepaare von y, x aus irgend dreien der Gleichungen (13.) 
mit Hülfe von quadratischen Gleichungen, so sind diese sechs Paar Werth- 
Systeme die 12 Systeme von Lösungen der Gleichungen (20.) 

§. 5. 

Reduction der Form tp. 

Die Form ip lässl sich einfacher darstellen, wodurch sie mit einer der 
wichtigsten Fundamentalformen von u bis auf einen Factor identisch wird. 
Denn die Formel (17.) lehrt, dass man ip in eine Summe von Termen fol- 
gender Art auflösen kann: 

-4f A,i2 -4/'X',?2 -4,v/ji#/^23 . a,- cf 4 cf£* «ji/ a,v/ a/, u . 

^/A,13 -^i'A',23 -^i''it",33 

Der in Delerminantenform auftretende Coefficient ist aber aus den ün- 
terdeterminanten von A zusammengesetzt, und lässt sich nach einem bekannten 
Theorem ausdrücken durch ^% multiplicirt mit einer Unterdeterminante dritter 
Ordnung von A, Hieraus geht hervor, dass 

gesetzt werden kann, wo Q eine zugehörige Form bedeutet, welche für die a 
von der sechsten, für die Coefficienten von u aber von der dritten Ordnung ist. 
Ohne direct diese Form Q zu bilden, kann man doch sehr leicht nach- 
weisen, dass es nur eine Form giebt, der diese Eigenschaften zukommen und 
kann ihre symbolische Gestalt angeben. Nach einem für die Formentheorie 
fundamentalen Theorem, das ich anderswo bewiesen habe, lässt sich Q noth- 
wendig als Aggregat von symbolischen Determinantenproducten darstellen. 
Jede solche Determinante ist von der dritten Ordnung, jedes Glied in Q be- 
steht aber aus sechs Factoren a, multiplicirt mit drei Coefficienten u, was 
durch symbolische Substitutionen auf die 18** Ordnung führt. Daher niuss 
jedes Determinantenproduct sechs Factoren enthalten, und in jedem Product 
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müssen sechs Reihen a und viermal drei symbolische Reihen «,, «2, «3, 
61, 629 63, Ci, Cj, C3 enthalten sein, welche durch die symbolischen Sub- » 
stitutionen 

die Coefficienlen von «i reprasentiren. Solcher Producte aber kann man nur 
ein einziges bilden, nämlich 

öl Oa 03 

61 62 63 

«i «2 «3 

und ip muss also bis auf einen Factor mit diesem Product übereinstimmen. 
Man hat demnach nur noch diesen numerischen Factor zu bestimmen, welcher 
sich, durch Vergleichung eines beliebigen Coef&cienten dieser Form mit der 
zuerst gefundenen, gleich \ ergiebt. Man hat also 



^ = i 



Diese Form hat eine sehr grosse Wichtigkeit. Ich habe gezeigt, dass die Glei- 
chung einer Curve vierter Ordnung in lAniencoordinaten immer die Form hat: 

P^^dQ^ = 0, 
wo P die Form 

P =^ i b, b, b, 

(X| (X2 Ct3 

bedeutet; und die Linien, welche die Curve Q umhüllen, haben die ihnen allein 
zukommende Eigenschaft, die Curve ii = in vier harmonischen Punkten zu 
schneiden. Dies Letztere mit dem Obigen verbunden führt also auf den Satz: 
Die Seiten aller Dreiecke^ in welche die Polardeterminante zerfallen 
kann, deren Ecken immer in der Curve S = liegen, und deren Seiten immer 
die Curve Q = berühren, schneiden zugleich die Curve u = in vier har- 
monischen Punkten. 

§. 6. 

Doppelpunkte und Rückkehrpunkte der Polaren der Curven vierter Ordnung. 

Wenn die Polare des Punktes y in x einen Doppelpunkt haben solL, 
so liegt nach §.2 x auf ^„ = 0, y auf A = 0. Es würde übrig bleiben die 
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Curve zu bestimmen, welche von den Tangenten sämmtlicher Doppelpunkte 
berührt wird. Die Gleichungen (8.) nehmen in diesem Fall die Gestalt an: 



(21".) ^ 

«liPl + Cf2aJ2 + Cf3^3 = 0, ßiXi + ß2X2 + ßiX3 = 0^ 

WO «1, «2^ «3 und ßi^ ß2^ ßz die Coordinaten der beiden Tangenten des 
Doppelpunktes bedeuten. Man hat also aus den vorstehenden Gleichungen, 
um die gesuchte Curve zu finden, etwa die y, x und ß zu eliminiren. Diese 
Elimination wird dadurch angebahnt, dass man die obigen Gleichungen zunächst 
in der aufgelösten Form 

(22.) A(y^x^+y^x^) = 22:,2,A^^^,,aiß, 

anwendet; sodann aber, indem man mit «««„, a^ß^ und /3«/3. multiplicirt und 
jedesmal nach m und n summirt, die Combinationen bildet: 

|0 = 2:A^^^ikaißj,a^a^, 

(23.) = :SA^^j,a,ß,a^ß^, 

(O = 2 A^^i,a,ß,ß^ß^, 

die Summen jedesmal auf alle vier Indices mnik ausgedehnt. Diese Glei- 
chungen sind respective vom ersten, zweiten und dritten Grade für die ß; 
man kann auf dieselben daher eine Eliminationsmethode anwenden, die ich 
anderweitig gegeben habe. 

Ich will diese Gleichungen hier nur benutzen, um auf einen Zusammen- 
hang der betreffenden Tangenten mit einer Curve hinzudeuten, welche für die 
Theorie der Curven vierter Ordnung von Bedeutung ist, nämlich mit der Curve 

•ß = -S'^m,,,*«««»«;«* = 0. 
Diese Curve ist, wie P = 0, von der vierten Classe, aber in Beziehung auf 
die Coefficienten von u Von der fünften Ordnung, und verhält sich zu der 
Invariante A ähnlich, wie die Form P zu der ersten und einfachsten Invariante 
von w, deren symbolischer Ausdruck (-S'+aiAaO* ^st. 

Durchschneidet man die Curve i2 = durch eine Gerade 

ßlXi+ß2X2+ßiX3 = Ö, 

SO berühren die in den Schnittpunkten gezogenen Tangenten derselben sämmt- 
lich eine Curve dritter Classe, welche der Polaren ganz analog ist, und dar- 
gestellt wird durch die Gleichung: 



Ai^+'^f-+Äi^ = «■ 
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Dies ist aber nichts anderes als die erste Gleichung (23.); und die letzte 
Gleichung (23.) geht aus dieser hervor, wenn man die a mit den ß vertauscht. 
Zwei Tangenten eines Doppelpunktes stehen also zu einander in dem Reci- 
procitätsverhältniss, welches durch folgenden Satz ausgedrückt wird: 

Sind a, ß die Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren ron w = 0, 
so wird ß f)on einer Curve dritter Ordnung berührt, welche die zwölf Tan- 
genten derjenigen Punkte der Curve S2 = zu Tangenten hat, in welchen diese 
Curve eon a geschnitten wird, und umgekehrt. 

Ist aber insbesondere x ein Rückkehrpunkt einer Polaren, so dass x 
also nach §. 2 einer der 24 Schnittpunkte von 

5 = 0, Ju = 

ist, so fallen die Linien a, ß zusammen, und die Gleichungen (23.) gehen in 
i2 = über. Diese Curve wird also eon den Tangenten der Rückkehrpunkte 
berührt. 

Aber alsdann sind auch die Gleichungen (13.) erfüllt, d. h. die zuge- 
hörigen Pole sind Ecken solcher Dreiecke, in welche Polardeterminanten zer- 
fallen können. Die Coordinaten y genügen somit nicht blos der Gleichung 
jR = 0, welche hier die Gestalt 

Ä=r-s^ = o 

annimmt, sondern auch der Gleichung S = 0; oder mit anderen Worten, die 
24 Pole, deren Polare Rückkehrpunkte haben, sind die 24 Schnittpunkte der 
Curren vierter und sechster Ordnung 

5 = 0, T = 0. 
In der Nähe dieser Pole reducirt sich die Gleichung fi = auf (dTf = 0. 
Dies bedeutet, dass in diesen 24 Punkten die Curve zwölfter Ordnung R = 
selbst Rückkehrpunkte besitzt, und dass die Rückkehrtangenten derselben in 
eben diesen Punkten die Curve sechster Ordnung T = berühren. 

Da ferner für jede Curve dritter Ordnung, welche einen Rückkehr- 
punkt enthält, die Determinante in die doppelt gerechnete Rückkehrtangenie 
und in eine andere Gerade zerfällt, welche ebenfalls durch den Rückkehrpunkt 
geht, so ist jedenfalls jede der 24 Rückkehrtangenten der Polaren auch Tan- 
gente der Curve sechster Classe i^ = oder ip = 0, welche nach §.4 von 
den Seiten aller Dreiecke berührt wird, in welche Polardeterminanten zer- 
fallen können. Dies zusammen mit dem Vorhergehenden giebt den Satz: 
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Die 24 Rückkehrtangenten der Polaren sind die gemeitischaftlichen 
Tangenten der Curven vierter und sechster Clusse 

12 = 0, Q = 0. 

Multiplicirl man endlich die Gleichung 

in welche (22.) durch das Zusammenfallen der Tangenten a, ß übergehl, 
mit a^ und summirt nach m, so erhält man mit Rucksicht auf die Gleichung 



die Ausdrücke: 



wo der Kürze wegen 



kx^ = 2-2;-S'^:2'«^„,,;^a;ajt 
_ , dSi 



gesetzt ist. Diese Gleichungen zeigen, dass die Punkte, in welchen die 24 Rück- 
kehrtangenten der Polaren die Curve 12 = berühren, zusammenfallen mit den 
24 Rückkehrpunkten x selbst, so dass also die Curve vierter Classe i2 = 
durch die Schnittpunkte der beiden Curven vierter und sechster Ordnung S = 0, 
J^ = hindurchgehl. 

§. 7. 
Von den Formen, auf welche diese Untersuchung geführt hat. 

Die vorliegenden Betrachtungen haben drei fundamentale Covarianlen 
geliefert, S, T und J^ deren erste von der vierten Ordnung ist, während 
die anderen beiden bis zur sechsten Ordnung aufsteigen. Von Zwischenformen 
ist nur S,, betrachtet worden; hingegen zwei zugehörige Formen ii und Q 
von der vierten und sechsten Ordnung. 

Es ist endlich die Invariante A betrachtet, welche in der Reihe der 
einfachen Invarianten die zweite Stelle einnimmt. Ich werde noch eine ein- 
fache symbolische Darstellung dieser Invariante angeben. Führt man in (14.) 
folgende symbolische Substitutionen aus: 

in der ersten Horizontalreihe «i/a*« = «/«A^Aöm^ 

in der zweiten - w/äa„. = bib^hb^, 

etc. 
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so iihnmt A die Geslall an: 



A = al.bl.cl.d^d^.e^e^.fJi'Q, 



wo die Form bezeichnet: 
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Mau bemerkt, dass der Factor, welcher in A mit multiplicirl ist, ein Glied 
der Entwicklung von selbst ist. Und durch Vertauschung der Reihen 
a^ 6, e, ..., durch welche der wirkliche Werth von A sich nicht andern 
kann, nimmt A der Reihe nach 720 verschiedene Formen an, in deren jeder 
mit einem seiner 720 Glieder multiplicirt erscheint. Addirt man also alle 
diese Formen, so erhält man 

720 
Aber = ist nichts anderes als die Bedingung, dass sechs Punkte a, b^ c, 
rf, Cj f auf einem Kegelschnitt liegen. Bildet man also die Bedingung, dass 
seclis Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, erhebt den linken Theil dieser Be- 
dingungsgleichung ins Quadrat, und ersetzt immer die Producte der Coordinaten 
jedes Punktes durch entsprechende Coefßcienten einer Curve vierter Ordnung, 
so entsteht die Invariante A, multiplicirt mit 720, 

Wie übrigens endlich diese Invariante als Aggregat einfacher Deter- 
minanten dargestellt werden kann, erhellt unter Anderem aus der Darstellung 
von 6, welche sich in den Nouv. Ann. T. 16 p. 418 findet, wonach den 
Ausdruck 

^±aib>ei.2±aid,c^.:S±fib,Ci.2:±fid2ei 

-2±a^bjCi:2±aid2e^.2:±fibiei.:S±fid2C^ 

annimmt, oder einen der anderen, welche durch Vertauschung der Buchstaben 
aus diesem hervorgehen. 
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§. 8. 

Ueber die Darstellung einer Functic^ vierter Ordnung mit drei Veränderlichen 

durch die Summe von fünf Biquadraten. 

Die^ vorangehenden Betrachtungen müssen zum Theil modificirl werden 
für diejenige besondere Classe von Curven vierter Ordnung, bei welchen die 
Invariante A verschwindet. Diese Curven sind algebraisch noch durch eine 
andere merkwürdige Eigenschaft characterisirt. 

Es scheint von vorn herein möglich, eine Function u als Summe von 
5 Biquadraten linearer Ausdrücke darzustellen, da in diesen die nöthige An- 
zahl von 15 Coefficienten vorhanden ist. Eine nähere Untersuchung zeigt, 
dass dies nicht möglich ist, wenn nicht besondere Bedingungen erfüllt sind. 
In der That sei: 

u = Al+At+Al+At+AU 



wo 



Setzt man ähnlich 



^k = ÖA,l^l+>ÖA,2^2+aÄ,3^3. 



Bk = ÖA,iyi + aA,2y2 + ÖA,3!^3, 

SO gehen die Gleichungen (1.) offenbar in folgende über: 

Da hier die linken Theile linear sind für die fünf Grössen 

SO kann man diese sechs Gleichungen mit solchen Factoren multipliciren, dass 
die linke Seite der Summe identisch verschwindet. Die Determinante der 
linken Theile muss also in der ursprünglichen Form verschwinden, d. h. man 
hat für jede Function u^ welche die gedachte Zerlegung zulässt, ^ = 0. 

Die Cureen abOy deren Gleichungen durch fünf Biquadrate darstellbar 
sind, bilden eine specielle Ckuse, welche dadurch characterisirt ist^ dass ihre 
Invariante A verschwindet*). 



*) Beiläufig bemerke ich den Satz, dass wenn man für Cureen dieser Gattung die 
erste Invariante, deren Symbol 

isty nach den Coefficienten von u differentiirt, und statt der Incremente die Coefficienten 
von S einführt, das Resultat idefäisdi verschwindet. Daraus scheint hervorzugehen, dass 
im Allgemeinen die so entstehende Invariante sich von A nur durch einen Zahlenfactor 
unterscheiden kann. 
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Wenn aber die Determinante A verschwindet, kann man nach bekann- 
len Sätzen immer sechs solche Grössen p^ bestimmen, dass 

In Folge dieser Gleichung erkennt man, dass für Gurten dieser Art die Form 
£2 sich in 

auflöst j oder dass die Curve vierter Klasse i2 = in einen doppelt zu zäh- 
lenden Kegelschnitt K=0 übergeht. 
Da zugleich die Gleichung 

Stattfindet, so folgt aus den Fundamentalgleichungen (21".) 

(24.) ^n^^nX^g^u^ik = ctißk + ßiC^k 
für diesen Fall: 

(25.) = 2i2,a^,ß,pa, 

d. h. je zwei Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren sind reciproke 
Polaren des Kegelschnitts 

K = 0. 
Betrachtet man die Gleichungen (24.) an sich, ohne sie, wie bei der 
Betrachtung der Doppelpunkte der Polaren mit den Gleichungen 

CiXi + a^Xi + ct^x^ = 0, ßiXi+ß2Xi + ßiX3 = 

zu verbinden, so stellen sie Linienpaare a^ ß dar, denen gewisse Punkten- 
paare x^ y in der Weise entsprechen, dass die Polare von y^ genommen in 
Bezug auf die Polare von x^ oder umgekehrt, in das Linienpaar a, ß zerfällt. 
Was man auch kürzer dahin bezeichnen kann, dass die zweite Polare des 
Pnnktenpaares x^ y in das Linienpaar a^ ß zerfalle. Von diesem Gesichts- 
punkt aus schliesst dann die Gleichung (25.) den Satz ein: 

Damit ein Linienpaar die zweite Polare eines Pnnktenpaares bilden 
köfmCy ist es nöthig und hinreichend^ dass die beiden Linien reciproke Pol^reti 
des Kegelschnitts K=0 seien; und jedes Paar reciproker Polaren kann als 
zweite Polare von Punktenpaaren betrachtet werden. 

Im Allgemeinen bestimmen sich aus den Gleichungen (24.) die Ver- 
hältnisse der Grössen 

Xiyn x.y2, x^y^, a?,y3-fa?jy,, x^y^+Xi^y^^ x^y^ + x^y^^ 

sobald passende Werthe der a, ß gegeben sind, und es giebt somit für ein 



Clebsch, über Cureen vierter Ordnung, 145 

Linienpaar höchstens ein Punktenpaar, als dessen zweite Polare dasselbe an- 
gesehen werden kann. Aber in dem vorliegenden speciellen Falle reichen 
die Gleichungen (24.) nur hin, um fünf der obigen Grössen durch die sechste 
linear auszudrücken. Setzt man dann die erhaltenen Werlhe in die identische 
Gleichung 

2xiyi x2yi+y2Xi x^yi + y^Xi 

= Xiy2+yiX2 2x2y2 a?3y2+y3^2 , 

so geht daraus eine cubische Gleichung für diese sechste Grösse hervor. Für 
jedes Paar redproker Polaren des Kegelschnitts K =0 giebt es also dann 
drei Punklenpaare, als deren zweite Polare jenes Linienpaar angesehen wer- 
den kann. 

Wenn insbesondre die Geraden a^ ß zusammenfallen, so müssen sie 
den Kegelschnitt /f = berühren. Sie stellen dann eine Seite eines Dreiecks 
dar, in welches eine Polardeterminante zerfallen ist, und x^ y liegen auf S. 
Man hat also den Satz: 

Die Seiten sämmtlicher Dreiecke^ in welche die Polardeterminanten zer- 
fallen können^ umhüllen den Kegelschnitt K = 0, Jede Tangente wird dabei 
Seite von sechs Dreiecken; und die sechs gegenüberliegenden Dreiecksecken 
gnippiren sich zu drei Paaren so^ dass immer ein Punkt eines Paares eine 
Ecke für die Polardeterminante des anderen wird. 

Man kann beiläufig bemerken, dass man demnach unendlich viele Drei- 
ecke dem Kegelschnitt umbescbreiben kann, dessen Ecken in der Curve vierler 
Ordnung S = liegen. 

Aus diesen Sätzen schon erkennt man, dass es nicht ohne Interesse 
sein dürfte, die Theorie dieser eigenthfimlichen Gattung von Curven genauer 
zu verfolgen. 

Carlsruhe, den 2'*" September 1860. 
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lieber einige EigeDschaften der Function Ex. 

(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 



1. 

1) J^lach der gegenwärtig ziemlich allgemeineir Bezeichnung verstehe 

ich unter Ex die grösste ganze in x enthaltene Zahl. Seien p und q zwei 

ganze positive Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Factor haben, s eine 

ganze positive Zahl, die kleiner als q ist, so hat man E(p — —J = p—i—E— 

oder 

(a.) E^+E^^=^ = p^i. 
' q q ^ 

Sei nun q ungerade, setzt man dann für s die Zahlen 1, 2, 3, . . . ^-s— ? so 
umfasst q-'S die Zahlen ^^ , ^^ , . . . q—\. Je nachdem, für ein be- 
stimmtes 8, E— in einer der vier Zahlenformen An (wozu auch Null ge- 
rechnet wird), 4»+l, 4w+2, 4ii.+3 enthalten ist, wird nach (a.) das ent- 
sprechende £^i^^^ = p~(4ii+l), p~(4ii+2),p-(4»+3), p~(4ii+4) sein. 
Man bilde nun die Reihe 

(A) E^, E^, E^, ... ß^-i:::!^, 

^ ^ q ^ q ^ q ^ q 

SO ergiebt sich demnach Folgendes: 

Ist p von der Form An, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form An als von der Form 4» +3 und ebensoviel Zahlen von der Form 
An+i als von der Form An +2 vor. 

Ist p von der Form 4ii+l, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form An+i als von der Form 4« +3 vor. Die Anzahl der darin vor- 
kommenden Zahlen von der Form An sowie von der Form An +2 ist eine 
gerade Zahl. 

Ist p von der Form 4»+2, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form An als von der Form An+i und ebensoviel Zahlen von der Form 
4;!+ 2 als von der Form 4« +3 vor. 

Ist p von der Form 4i» + 3, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form An als von der Form 4» + 2 vor. Die Anzahl der darin vorkom- 
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menden Zahlen von der Form 4»+l sowie von der Form 4«+ 3 ist eine 
gerade Zahl. 

Ist p<Cq, so müssen in der Reihe {A.) alle vier Zahlenformen vor- 
kommen, sobald p>> 3, da der Uebergang von E^=0 zu jg ^^"" )P ^p_i 

nur dadurch vermittelt werden kann, dass in den dazwischenliegenden Gliedern 
der Reihe (A.) allmalich alle zwischen Null und p—1 liegende Zahlen vor- 
kommen, da £— nur um eine Einheit grösser als E ^^ sein kann. Ist 

dagegen p>q, so können allerdings, soweit es mit den obigen Resultaten 
sich verträgt, einzelne Zahlenformen fehlen. Setzt man z. B. p = 23, q=ii^ 
so enthält die entsprechende Reihe {A.) nur Zahlen von der Form An und 
von der Form 4» +2. 

2) Von den zwei Ausdrücken — , ^^~^^P igt immer der eine 

ein gerades, der andere ein ungerades Vielfaches von — , sobald, wie vor- 
ausgesetzt wird, q ungerade ist. Zerlegt man daher die Reihe {A.) in die 
zwei Reihen 

(B.) £i, e|, ... £<ill2£, 

(C.) E^, E^, ... £a=i>, 

so folgt aus dem Vorhergehenden: 

Ist p von der Form 4»^ so enthält jede der Reihen {B.) und (C.) so- 
viel Zahlen von der Form 4» als die andere von der Form 4«+ 3, und 
soviel Zahlen von der Form 4»+ 2 als die andere von der Form 4ii+l. 

Ist p von der Form 4«+l, so kommen in beiden Reihen gleichviel 
Zahlen von der Form 4» sowie von der Form 4» +2 vor. Zugleich enthält 
jede Reihe soviel Zahlen von der Form 4ii+l, 4w+3 als die andere von 
der Form 4» +3, 4»+l. 

Ist p von der Form 4»+ 2, so enthält jede Reihe soviel Zahlen von 
der Form 4» als die andere von der Form 4«+l und soviel Zahlen von der 
Form 4« + 2 als die andere von der Form 4ii+3. 

Istp von der Form 4» +3, so enthalten beide Reihen gleichviel Zahlen 
von der Form 4«+l sowie von der Form 4» +3. Zugleich enthält jede Reihe 
soviel Zahlen von der Form 4»^ 4«+ 2 als die andere von der Form 4«+2, 4«. 

19» 



iß-) 
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Bezeichnet man durch r, s, /, u die Anzahl der in {B.) enthaltenen 
Zahlen von der Form An, 4w+l? 4»+ 2, 4» + 3, sowie durch r', s\ t\ tl 
die Anzahl der in (C.) enthaltenen Zahlen dieser vier Formen, so folgt also 
aus dem Vorhergehenden: 

für p = 4» ist r = M'; * = /',• / = «',- u = r\ 

- p = 4i^+ 1 - r = r'; 8 = u'; t = t'; u = s\ 

- j9 = 4i^+2 - r = s*; 8 = r*; t = u'; u^t, 

- p = An+S - r = t'; s = 8'; t=^r'; u = u\ 

3) Man betrachte femer die zwei Reihen 

m Ef, E'f, ... B('-il.f), 

(C.) E(i±l.f), E(l±l.f), . . . £iti)£ 

und bezeichne die Anzahl der Zahlen von der Form An, 4«4-l, 4» -1-2, 4« +3 
in der Reihe {B'.) durch p, o, t, v und in der Reihe (C.) durch q>, cf , t\ v\ 
Vermöge der Formel (a.) erhält man also ein dem System {(i.) entsprechen- 
des neues System von Gleichungen. Man hat nämlich: 



Ifür p = 4n ist () = i/ 
j- pz=4n+2 - () = a' 



a = t'; t = a'; V = p', 
a = (/; T = p',' y = y'. 



Da die Reihen {B'.) und (C.) zusammengenommen wieder die Reihe (A,) 
bilden, so hat man auch 

'r+r' = q+q', 

4) Zwischen den Reihen {IS,) und (C) besteht das Verhältniss, dass 
zu jedem Gliede J?— in der Reihe {B\) ein Glied E — in der Reihe (C.) 

gehört. Nun ist E— = 2E- oder E — = 2E- + i, je nachdem ^-E- 

kleiner oder nicht kleiner als l ist. Ist E— von der Form 4i8, so ist also 

9 
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E — von der Form 4n oder 4ii+l, und ebenso ist es, wenn E— von der 
Form 4» +2. Ist dagegen JE— von der Form 4ii+l, so ist E — von 
der Form 4» +2 oder 4i^ + 3, und ebenso ist es, wenn JE— von der Form 

4»+ 3 ist. Die Summe der Anzahl der Zahlen von der Form 4n und von 
der Form An+i in der Reihe (C.) ist also so gross als die Summe der An- 
zahl der Zahlen von der Form An und An +2 in der Reihe (ß'.), und die 
Summe der Anzahl der Zahlen von der Form An+2 und 4n+S in der 
Reihe (C.) so gross als die Summe der Anzahl der Zahlen von der Form 
4n+i und An+S in der Reihe {B'.\ d. h. man hat 

/'+w' = a+v. 
Verbindet man die erste dieser Gleichungen mit der Gleichung r+r' =(>+(>' 
in (y.)? so folgt 

und wenn man die zweite mit der ebenfalls in (/.) enthaltenen Gleichung 
w+m' = i^+^ verbindet, so erhält man 

Ist p von der Form 4» +3, so ist nach (/?'.) (>' = r, also nach (J.) 

r = s', 
und mithin nach {ß.) 

r = 8 und 8 = t\ 

d. h. wenn p = 4«+3, so enthält die Reihe {B.) ebensoviel Zahlen von der 
Form An als von der Form 4i^+l, und die Reihe (C.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4» + 2 als von der Form An+\. 

Ist p von der Form 4w+l, so ist a = v', also nach (cT.) auch u = l\ 

mithin nach {ß.) 

t = u und «' = /', 

d. h. in diesem Falle enthält die Reihe (B.) ebensoviel Zahlen von der Form 
4;i + 2 als von der Form 4w+3 und die Reihe (C.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4i^+2 als von der Form An + \. Es folgt also hieraus das in- 
teressante Resultat, dass, sobald p und q ungerade Zahlen sind, die Reihe 
(C.) immer ebensoviel Zahlen von der Form 4ii+2 als von der Form 4«+l 
enthält. 
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u. 

5) In der Formel 

n[fiO)i-fi2nn) + 2 2 f(2m)] = / f{x)dx^-22 / f{x)cosrxdx*) 
oder 

selze man 2nx statt x und f{2nx) = (p{x\ also f(0) = (p(0\ so folgt 
<p(0) + y(n) ^"-^ 



OiT. 



+ -2" 9(r) = / y(a;)5a;+2-2' / ^(x)cos2r7ixdx 

r=l J r=I./ 

X 

und, wenn man -r- statt x setzt, 

Setzt man noch 9>(y) = ^(^)? ^^ f^'&* 

4-[F(0) + F(«Ä)] + Ä'TF(rA) = r^F(x)axW2 r^F{x)cos^^cx, 
Ist n = oo und F(oo) = 0, so geht dieser Ausdruck in 

4-F(0) + A'FF(Ar) = P F{x)dx + 2^^ /" F(a?) cos -'^ ö.t 



sinx 



über. Setzt man nun F{x) = , so ist die Bedingung F(oc) = erfüllte 



X 



und es folgt aus der letzten Formel, da / iül£_ Qx = ^^ 

/2rnx 
• sin X cos — 7 — 
A ;:) 
ox,. 

/2rnx 
«sinarcos— ^ ^ 2^^ 
dx den Werth -^ oder Null hat, je nachdem -r-<Cl 



oder >1 ist, d. h. je nachdem ^<Co~ ^^^^ -^2" *^*' ^^ ^^''^ ^'^^ dieses 
Integral für alle Werthe des r von r = 1 bis r = E^ den Werth -g- haben, 



*) Bd. 21, pag. 135 dieses Journals. 
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TQr grössere Werthe des r dagegen verschwinden und man hat mithin 

2^,-fi r 2 ^^^2n 

Setzt man h = — -^, wo p, q und Ar ganze positive Zahlen bedeuten und q 

nicht in kp aufgeht, so folgt hieraus 

. 2nkpr 

(e.) £:^ = -J+M + -^ '—. 

^ ^ q ^ ' q ' n,^, r 

welche Formel schon Herr Schaar gefunden hat*). 
Setzt man Ar = 1 , so hat man 

. 2«pr 

q ^ q ' n,^i r 

Man setze nun r = a+bq, man muss also für a alle Zahlen 1, 2, ... 9— 1. 

und für b alle Zahlen von Null bis 00 nehmen, und da sin -^ = sin — —^ 

9 9 

so folgt 

9 * 7 ^ «=i 6=0 ? a + bq 

Setzt man nun in dem Ausdruck sin ^^^ — r-r- zuerst 6=0 und zugleich a^l, 

2n ' "* 2fr i 

so hat man sin-^, setzt man aber a = flr— 1, so erhält man —sin — r- 

q ^ ' ^ q q — 1 

Setzt man ferner 6=1 und zugleich a = l, dann aber a = q—l^ so findet 

man sin -^•—r-r und — sin-^-x r* Indem man auf diese Weise fortfährt, 

q q+^ q 2^—1 

so dass man für 6 allmälig alle ganzen Zahlen bis ins Unendliche setzt, und 
für jeden dieser Werthe a = 1 und dann a = y— 1 setzt, und zählt man alle 
so erhaltenen Werthe zusammen, so erhält man die Reihe 

/. 1,1 1,1 1 , \ . 2i^p 

Ci-:^3r+^Tr~2^^+2^+T"3^ 

welche den Werth — cotg— sin-^ hat, da, wie bekannt, 
9 9 9 

1 1.1 1 . n ^ mn 

= — COtg 



m q — m q + m 2g — i» 9 9 

Setzt man femer in sin ^^^ — -j-r- für 6 allmälig alle Zahlen von bis oc 

*) M^m. des sav. 6tr. publica par Facad. des sc. de Belgique T. 23. 
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und zugleich a = 2 und dann a = q—2 und addirt wieder alle Resultate • so 
erhalt man 

(4 oH rö^ö o H — Jsm— ^ = — cotg — sin — ^• 

V- g— 2 g + 2 2^ — 2 ^ q 9 Q ^ 

Fährt man auf diese Weise fort, indem man für b alle Zahlen von bis oq. 
für a aber 3 und y — 3, dann 4 und y— 4 u. s. w. , schliesslich q—i und 1 
solzt. und addirt man alle so erhaltenen Werthe, so giebt dies die Summe 

— cotg — sin —^ H — cotg — sin — - H — cotg -^^^ — ^— sm -^^^ — - — - 

q ^ q q q ^ q q q ^ q q 

= — 2 cotg — sin ^• 

? Ä=i ^ q q 

]\Tan hat aber offenbar auf diese Weise das Doppelte von 

gefunden, mithin ist 

(l,.) JE-^ = — i + — + 7S- -2^ s^n ^colg — 

^^^ (/ ^ q 2q i._^, q ^ q 

Es ist dies das erste der Theoreme, welche Eisetistein im 27**'" Bande dieses 
Journals p. 281 bekannt gemacht hat; aus demselben folgt das ^sire/Ze^ von selbst. 
Ist q eine ungerade Zahl, so kann man statt (^.) auch schreiben 

(r.) E^ = ->i+ P +1 T"sin^*^cotg*^, 
^^ q ^ q q k^i 9 ^ q ' 



da 



. 2knp . 2(fl — *);cp j . kn ^ . .. n 

Sin ^ = --sin-^^ ^—^ und cotg — = — cotg(5r— A) — . 



Setzt man alsdann Ip statt p und nimmt man zugleich an, dass p und q kei- 
nen gemeinschaftlichen Factor haben und l<iq ist, so hat man auch 



*=^ 



^ 9 ' g ? »=i ? * 9 

Nimmt man nun für / alle Zahlen von 1 bis ^~ , so hat man 
,„. * „Ip q-i q*-i p i _' » . 2klnp , An 
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Nun ist 



, q-i . Cg + i^knp . (g—i^knp 



-^^ . 2klnp 2q 2g 
2 Sin = i ^ 

Ttp 

T 



' ' Sin — — 



sm' -;r^ cos* -jr^ — cos*-~-sin' -^ 
2 2g 2 2g , 

. knp 
sin — — 



und da sin— ^ = 2sin^^cos-^, so folgt 

7=1 g 2 ' 



mithin 



(^'.) '^i' *^:J' sin?*^cotg*^ 

2 



Ist nun /? ebenfalls eine ungercute Zahl, so hat in diesem Ausdrucke, je nach- 
dem k ungerade oder gerade ist, jedes entsprechende Glied der auf der rech- 
ten Seite stehenden Summe den Werth cotg-^cotg— oder ~tg-^cotg — • 

Nimmt man an, dass q von der Form 4« + 3 also ^'Z ungerade ist, so hat 
man also 

_^ _^ . iklnp , kn 
2 JS sm ^cotg — 

= i[cotg-^cotg-^ + cotg^cotg^ + ---+cotg^ 

- r 2np ^ 2n . ^ Anp , An . , . (g— 3);ip , C^— 3)2/11 

Nun ist 
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also 

_,* _,^ . 2klnp kn , ^^ , knp ^ 2kn 
2 2 sm ^cotg — = —1 2 lg— ^cotff 

Man sieht leicht, dass diese Formel unverändert bleibt, wenn q von der Form 
4ii-hl ist. Sobald p und q ungerade sind, verwandelt sich daher die For- 
mel (^.) in 

^ ^ 7=1 q ^ ^ q ^ i^i q ^ q 

Dies ist das dritte Theorem, welches Eisenstein a. a. 0. gegeben hat. 
Ist p gerade, so folgt unmittelbar aus (^'.) 

2 2 sm— -^cotg— = ~4 -2: tg-s;f cotg— , 

/=! *=i q q k^\ ^q q 

also nach (5^.) 

^ ^ 1=1 ? 4 ^ 8 ? 2g ,^1 e 2g e g 

6) Ist 9 eine Primzahl, a eine nicht durch q theilbare Zahl, und setzt 
man, mit Benutzung des bekannten Le^ent/reschen Zeichens, 



(7) = (-1)"' 



SO ist, wie Gauss gezeigt hat*). 






7=1 q 1^1 q 
Ist nun a ungerade, so findet man aus den Formeln (;;.) und (;r^), wenn man 
statt p in der ersten a und in der zweiten 2a setzt, 



*=.tl 



q—i 1 -.^ . kna / kn 2kn \ 

111= V-2^ -J tg-^(cotg---2cotg-^} 



oder, da 2cotg-~^ = cotg-~ — tg-^. 



g— 1 1 ^* ^ kna ^ kn 
m = ^ «- ^ tg tg — 

4 ^ i^i ^ q ^ q 



*) Comment. soc. Gotting. Vol. XVI. 
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Ist a = 1, so ist 

2 Ol 2 / 



mithin m = und daher 



* 2 



Ist dagegen a gerade^ so folgt aus {x\) 

oder, d. 2.g^ = „^(l-.«'^) 

g— 1 1 ^^ . kna . nkna . kn 
m = -^-j -^ :S lg tg^-ö— cotg 

Ist a ungerade, so kann man auch, wie ebenfalls Gauss gezeigt hat*) 

(-) = (-ir und m= 2 «-- 

setzen. Berechnet man den Werth dieses m nach (x.), so ergiebt sich das 
vierte Theorem Eisensleins a. a. 0. 

7) Ist q ungerade und man setzt in (o.) allmälich statt s die Werthe 
1, 2, ..., ^~Z und summirt, so folgt 

7=7—1 

Ebenso findet man 



/-i q ^ 



^ '' z5 J "^ ä ' 



wenn p ungerade. Beide Formeln behalten aber ihre Geltung, sobald nur eine 
der zwei Grössen p und q ungerade ist. Ist z. B. p ungerade, q gerade. 



*) Comment. boc. Gotting. recent. T. IV. 

20^ 



156 Stern, über einige Eigenschaften der Function Ex. 

und man setzt zunächst für s die Werthe 1, 2, ... ^ ^ ^ so folgt aus (a.) 

Indem man dann auf der einen Seite eC^-—) und auf der anderen das gleich- 
geltende ^'Z addirt, findet man wieder die Formel (i.). Ist q—i durch v 
theilbar, r eine ganze Zahl <«?, und man setzt in (a.) statt s die Werthe 
r-5^^^^ + 1, r^f-^^+2. ... (r+1)^^^^^, so hat man auch, wenn man zur 

Abkürzung, ^~ = tt setzt, 

und ebenso, wenn p —1 ' durch v theilbar ist, und ^"" = /? gesetzt wird. 
Ferner ist 

^'^^ J = ra+1 9 J = (r-X)«+1 ^^ ^? / = (r-l)a+l L g ' «P 'J 



7=ra 
l=(r-l)a+l "-9 ■ 9» 

und ebenso findet man 



= ^ fi[|+^]+«A 



gr 



^"^ i = r4+l P J=(r-l)/»+l «-P P» J ' 

Man nehme an, von den Zahlen p und q sei q die grössere, so dass 
ein ächter positiver Bruch ist. Der Werth von ■E(— + ^~^^ ) wird also dem 
Werthe von E— gleich sein, oder ihn um eine Einheit übertreffen. Der 
Werth der Differenz 



2 <^+l:i£)- jT E^ 

(r-l)a4-I ^g q^ ^ (r-l)a+l ^ 



zeigt daher an, wie viel Zahlen in der Reihe [(r— l)a+l]p^ [(^—1)^+2]/^^ . . . rap 
vorkommen, die zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Vielfachen 
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von q, etwa it—i)q und tq, liegen, während zugleich lp+- — - zwischen tq 

und (t+i)q liegt, oder, mit anderen Worten, wie viel Zahlen tq vorkommen, 

so beschaffen dass lp<Ztq und ^ tq— ^^^ , während / zwischen (r--l)a+l 
und ra liegt. 

Die Differenz 

p ^p pv ^ 

ist Null, wenn zwischen — und -i — -5! — ^ kein Vielfaches von p enthalten 

P p pt> ^ 

ist; dagegen, wenn 

dann ist diese Differenz = k. Es drückt also 

die Anzahl der Zahlen (»+l)jt^^ (ii + 2)p, ... {n+k)p aus, welche zwischen 
lq— ^'~^ und /g enthalten sind, wenn man für / alle Zahlen von (r— l)/i+l 
bis rß nimmt. Nun kann in+k)p, d. h. das grösste Vielfache von p, wel- 
ches zwischen Iq— ^^^ und Iq liegt, nicht über ra hinausgehen. Wäre 



t? 



rpq rp 



nämlich w + & = ra+l, so wäre (»+&)/? = rap+p = -^ — ^Py ^^^^ '9 
ist höchstens =r/?g = ^^ — — , es wäre also {ra+\)p>lq. Andererseits 

ist (r— l)ap = ^^ — — — -^ p jedenfalls kleiner als Iq— ^^^ , wenn man 

für / den Werth {r—\)ß+\ setzt, indem dann lq-^^^^z=m.-\-^I^q — 9^^^p 
wird. Es muss also {n+\)p grösser als (r— l)ap sein, d. h. die Differenz 

fachen von p zwischen [{r—\)a-\-\'\p und rap aus, die zwischen einem 

Vielfachen von q und diesem Vielfachen um S^ZJL vermindert liegen. Man 
hat daher 



-' ^^- 2 e(^-^—^) drückt ebenfalls die Anzahl der Viel- 
z=(r_i)/9-fi P z=(,-i)/j+i ^P pr / 



Eft + l=P)- 'F E^=. %'' E^- %'' e(^-^-^) 

l \q qV y Z = (r-l)a4.1 ? / = (r-l)/J+l P Z = (r-1)/94^1 ^P P» ^ 



j58 Stern y über einige Eigenschaften der Function Ex, 

oder nach (^.) und {u\) 

/=(r-fl)a 7^ 7 = (r+I)/5 //, '^'^a /n ' = '^^ ^ Iq ^ ^ 

^ E^+ 2 E^-^ = 2 E^+ 2 E^ + 2aß. 

Z = ra+1 9 Z=r/J+1 P Z = (r-l)a+I ^ /=(r-0/?+l ^ 

Setzt man also 

so folgt 

und allgemein 



j=i q 1=1 p 



ir.) 



7 = 2a 7^ 7 = 2/5 7^ 

^2-^6-^+ 2 E^ = k+2raß. 

7=ra+l 9 Z = r/J+1 P 



Nun folgt aus (A.) und (A'.) 

7 = i'a 7^ 7=»^Ä i„ 

2 E^+ 2 E-^=(p-l)(9-l) = f?^a/? 

7=1 ? 7=1 P 

•und aus (k), wenn man allmälich statt r die Werthe 0, 1, 2, ... r— 1 setzt, 

7=1 9 7=1 P 

mithin k = aß, d. h., wenn man wieder fQr k, a, /? ihre Werthe setzt, 

^ ^ 7=1 g 7=1 P «^ 

Dies ist das fünfte Theorem Eisensteins a. a. 0. 
Es folgt hieraus weiter nach {v,) 

7=(r4-l).2=i- 7=(r+l)J^=L 

,.,«=2.+, « i.,i£=!>+, ' ' 

und wenn man hierin allmälich r = 0, 1, 2, ... A— 1 setzt (wo h nicht grösser 
als r sein darf) und summirt^ 

^ ^ 7=1 9 7=1 P ^ 

Diese Gleichung, welche das Eisensteinsche Theorem als speciellen Fall ent- 
hält, hat vor nicht langer Zeit Herr Syhester bekannt gemacht*) und zwar 
als speciellen Fall eines allgemeineren Satzes, welchen er durch eine Induction 

*) Comptes Rendus T. 50, p. 732. 
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beweist. Dieser letztere Satz lautet: Wenn p und q positive Zahlen sind, l 
eine Grösse, die kleiner ist als der kleinste Werth, welcher ap und aq zu 
ganzen Zahlen macht, so ist 

(Q.) 2 E^+ S Ef = E{Xp).E{Xq). 

Man kann diesen Salz nicht blos einfach beweisen, wenn man sich der geo- 
metrischen Construction bedient, die Eisenstein im 28***" Bande dieses Journals 
p. 246 angegeben hat, sondern er ist auch in dem Satze enthalten, welchen 
Gauss bei dem dritten Beweise des Fundamentaltheorems zu Grunde gelegt 
und auf eine einfache Weise bewiesen hat. Der Gausssc\ie Satz heisst: Wenn 
Xy 2xy . . . nx keine ganzen Zahlen sind, so ist 

7=1» l=Einx) X j 



2E(lx)+ 2 EU-) = nE(ttx\ 

1=1 1=1 \ X-' 



also, wenn man x = — und n = E{Xq) setzt, 

ig'.) 2^ £|-+ 2 Ef = E{lq)E(^E(lq)y 

Nun setze man lq = E(Xq) + ey lp = E(kp)+f, so dass e und /"kleiner als 
die Einheit sind, so ist JLE(kq) = pk^^ = E(Xp)+ ^^^"^ * 

Ist nun nicht fq = ep, so kann man immer für q diejenige der zwei 
Zahlen /? und q nehmen, für welche fq>epy dann ist — — — ein fichter 
positiver Bruch, und mithin jedenfalls 

E(fE{Xq)) = E[E{lp)+Ii^] = Eilp), 

wodurch die Formel ((>'.) in die Formel (p.) übergeht. 

Ist e der kleinste positive Rest von p nach dem Modul m und f der 
kleinste positive Rest nach dem Modul «, also ^^^, ^^ ganze Zahlen, ist 
ferner k eine ganze positive Zahl so beschaffen, dass keKüm^ kf<iny so hat 
man auch 

fg-) 2 E^+ 2 E^ = k\p^eXq-f\ 

7=1 qm i^i pn mn 

Setzt man nämlich 

pn=p', qm = q', t^SzJl = E(Xq'\ 
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so ist 

\(f ^ ^ ^y \qm n ^ \m qm^ L m qm J 

Setzt man nun qe^pf^ so ist mithin ^^^~Pi^ ein positiver ächter Bruch, 
also E(J^E{lq')) = ^'^^~''\ und daher nach (e'.) 

übereinstimmend mit (p".). 
Ist &= 1, so folgt 

^" £ii??.+ js-" E^ = (p-ocg-n 

7_.-i gm 7^1 pn mn 

Setzt man m = n, so erhält man aus (p".) die einfachere Formel, welche 
schon Herr Sylvester a. a. 0. gegeben hat. 
8) Aus (x.) folgt 

7=1 ? 7=1 P . 

= p+g-2 (g'-<)p'+(p'-<)g' i *^p~^ knp 2fai 

4 "^ Spq ^q 1=1 ^ q ^ q 

^P »=i P P 

Nun ist andererseits nach {v'.) der Werth dieses Ausdrucks — — ^ — -, und 
hieraus ergiebt sich, nach einfacher Reduction, 

„' . knp . 2*« , „*.*•! 9 , 2kn /p— flV 

sobald, wie die Formel (x.) voraussetzt, ;; und q zwei ungerade relative 
Primzahlen sind. Dies stimmt mit dem Lehrsatze überein, welchen Eisenstein 
n. a. 0. p. 282 gegeben hat *). 



^') Nur dass dort der Druckfehler 4 (p— ?)* in {^-k^J zu ändern ist. 
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Sind allgemeiner p und q zwei relative Primzahlen und ist zugleich 
p—i und g—i durch m theilbar, so folgt aus (^.) 

? .1 q /=! p 2m q ' m ' 2m p' m ' 2m 

+ 0- -^ -2^ sm — ^cotg ho- ^ ^ sm ^cotg — 

Da nun andererseits nach (v\) der Werlh dieses Ausdrucks i,« "" ^^^ 

so folgt 



OT 






(n,)p 2: 2: sm — ^cotg ha ^ ^ sm ^cotg — =(m— 1 )(——)• 

Bezeichnet, unter denselben Voraussetzungen, r^ den kleinsten positiven Rest 
von Ip nach dem Modul q und Ä/ den kleinsten positiven Rest von Iq nach 
dem Modul p^ so dass also 

SO folgt auch aus (C-) 

^"^ M ^ 1 ^"* ^~ • 2/rffp/ . Ä^ 

-S (4- — rj=4^ -S -T sm — ^cotg — , 

2: i-Tr—Ri) = 12: 2: sm — ^cotg — , 
und daher nach (a.) 



oder 



7^^^ o 7^i:=l 



7=1 ^ g ^ 7=1 ^ P ^ pg V Hl / 

Da dieser Ausdruck immer positiv ist, so liegt hierin der Satz: 

Wenn man von der Einheit einzeln das Doppelte der Brüche abzieht, 

welche übriff bleiben, wenn man von den Zahlen — , — -, ...• — — •— die 
^ q ' q m q 
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grössten darin enthaltenen ganzen Zahlen abzieht, wenn man ferner von der 
Einheit einzeln das Doppelte der Brüche abzieht, welche übrig bleiben, wenn 

man von den Zahlen — , — , ..., - — — die grössten darin enthaltenen gan- 
zen Zahlen abzieht, so wird die Summe der hierdurch entstehenden positiven 
Zahlen immer grösser sein, als die Summe der hierdurch entstehenden ne- 
gativen (aber absolut genommenen) Zahlen. 

Dies gilt also namentlich, wenn p und q ungerade Zahlen sind und 
m = 2. 

Göttingen, im August 1860. 
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lieber eine Reihentransformation Stirlings. 

(Von Herrn M. Dietrich zu München.) 



ütjekanntlich hat sich zuerst SHrling mit der Verwandlung der Reihe 



XXX 

in eine Reihe von der Form 



A,- 



X ^ x{x-{-\)^ x(x + i){x-\-2) ' 
heschäftigt. Es stellt nSmIich SHrling^ von der Gleichung 

1 _ 1 . n «(«+!) 



iC*(a:4-l)...(a?-i-«-1) "^ a;(a;+1)...(a?-f») a?(a?+1)...(a?+«+1) ' a:(a?+l)...(aj+n+2) 
ausgehend, für die Coefiicienten Ä^, Äl^ A^', . . . der Gleichung 

^ '' a:(a?+l)...(a; + «— 1) "^ a;(a;+l)...(a? + n) '^ xQx+ i)...(x + n+i') ■^"* 
ein sie mit den Coefßcienten einer ähnlichen für '-;^ aufgestellten Gleichung 

verbindendes recurrentes Gesetz auf und findet, indem er diese Gleichung für 
n = 2, 3, 4, ... auf die einzelnen Glieder der zu transformirenden Reihe an- 
wendet und dann die gleichartigen Grössen vereinigt: 

, . JB . C . D E^ __ 



X X X X 



j I A4 C C+D 2C^3D^E 6C+iiD + 6E^F 

^"^ X ^'x(a;+1)+a;(j:4-i)(a; + 2)"^a:(a:+1)(a;+2)(a;4-3)+a:(a;+1)(x+2)(ir+3)(a:+4) 

24C+bOD + 3bE + iOF + G 
+ ar(a: + l)(a; + 2)(a; + 3)(a; + 4)(a:+5) 
Dieses Verfahren führt jedoch nicht zur Kenntniss des independenten Bildungs- 
gesetzes der Coefßcienten Ax^ 5,, Ci, ... der transformirten Reihe und da- 
her auch zu keiner sicheren Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz 
derselben. Erst neuerlich hat Schlömilch in einer Abhandlung über Facultäten- 
reihen (Zeitschr. für Math. u. Phys. IV. Jahrg. 6. Heft) aus der Betrachtung 
des bestimmten Integrales 

yV'YWrfw = (p(x) 

21* 
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durch die Annahme f{tt) = i^~^ die Gleichung 

J_ ^ Pi-l I Pk-l . Pi-l , 

x* x(x + l')...(x + k-i^ "*" x(a;-|-l)...(x + *) "^ a;(a; + 0".(a! + Ä + l) 

■ fü-i ■ i P,x + P,x' + - + h-iX^-' 

■*'a;(a;+l)...(a;+n— 1) "^a;** a;(a;+i)...(a; + « — I) ' 

n 

in welcher allgemein P« den Coefficienten von «"* der Entwicklung des Pro- 
ductes 

(x(a+l)(a + 2)...(a+»~l) 

vorstellt, aufgestellt und durch den Nachweis, dass der Rest der hier ange- 
gebenen Entwicklung für ein unendlich wachsendes n gegen die Grenze Null 
convergirt, die in's Unendliche gehende Fortsetzung dieser und daher auch 
der S/iWiwflrschen Reihe gerechtfertigt. Doch glaube* ich nichts Ueberflüssiges 
zu unternehmen, wenn ich auf elementarem Wege und auch in allgemeinerer 
Gestalt obige von Schlömilch gefundene Gleichung ableite und aus ihr die 
Umformung der Reihe 

in die neue Reihe 

A_j ?t L ^» L... 



B, 



i 

otion — = z die der Reil 

X 



\ 
oder, mittelst der Substitution — = z die der Reihe 

' X 



in die Reihe 

B,^ . B,z' B^ 



B, 



vornehme. 

Durch forlgesetzte Anwendung der durch die Gleichung 

. X x(x-\-a) x-^-a * xOc-^-d) 
angezeigten Zerlegung des Bruches — findet man: 

X 

\ 1 . o. 



X JP+o, «(x-J-a,) 

1 a. 



aj+a, ^ (x+o,) (a:+a,) ^ a;(a;+o, )(«+«,) 
1 I «. «.a. 



jr+o, («+a,)(ar+o,) ^(«+o,X«+«tX«+a,) «(«+»,)(»+«,) («+«3)' 
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und allgemein, wenn man noch, um abzukürzen, das Product 

(a; +a,)(!r +«,)... (aj+Ci) = Pi(x + a) 
setzt, 

JL — < I *«. I «■«. I a,a,...a^i a,«,...«. 

Daher wird auch 

x' ~ xP, (x+«) "^ xP, (x+«) '^xP, (x+a) ■• ^ xP, (x+a) "^x'P, (x+ a) 
= I f-!— + ^ 4- '^^ 4-. 

"*" (x+«,)...(x+o.) '^x(x+«.)---(^+«.y 



I ^ ■ r "' I "'"' I I «.a,...«,-i ■ «,«3...«. \ 

^ P.(x+a) Vx+a, "^(x+a3)(x+«j'^""^(x+a3)...(x+a.) "^x(x+03)...(x+a«y 

1 / «,«, , «i<»a«4 ■ a,«,«^...g._i «,«,a^...a, \ 

', (x+a) Vx+a, "^ (x+aj (x+a,) "^ '" "t" (x+o J...(x+ a.) "^«(x+a J...(x+«,)/ 



' P 

+ 



■ ^ / g,a,...a.-a a,a,...a,_2g, \ ■ a,a,...a.-i . «,a,...«, 

"*'P^i(x+a)V x+a, "♦" x(x+a.) /"•" xP-(x+a) "^'x'P»(x+a) 

_ * I «i+«. I g,«i +«■«»+«.«, ■ . a,a,...a,_^+-+a,a,...a,_|+a,a3...a„_. 

- P. (x+a) "^ P. (x+a) ■*■ P, (x+a) "^ "' "^ P, (x + a) 

a,at...a^i+ [-o,o,...a» +a,a,...a« a,a....a, 

"^ ■ a:P,(a;+a) '^x'P.(x+a)' 

Man sieht hier sogleich, dass die einzelnen Zähler aus den GMedern der ersten, 
zweiten, dritten, . . . Combinatioiisklasse der ersten zwei, drei, vier, . . . der 
Zahlen «j, «2, a,, ... bestehen, so dass, wenn man die Summe der Glieder 
der k'*" Combinationsklasse der ersten p dieser Zahlen mit Cp(a) bezeichnet, 
man erhält: 

1 1 CK«) I CIC") I , c:=:iC»-) , cr\«) I C(«) 

x« P^(x+a-) "^ P,(x+o) "^ P,(x-\-a-) '^""^ P,(.x-{-a) "^ xP.(x+a) ■^x»P.(x+a) ' 
Hieraus wird sodann: 
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±_ 1 , CK«) , CK«) , . , cr\a) , c:(«) 

X» xP^ (x+a)^ xP, Qx+ay xP^ (x+a) "^ ' "^ x'P„ (,x+a^ '^ x'P, ix-\- a) 

, < ( C'.Q*) . «,.C;(a) «««..C;(a) ■ «,«,.. .a,.q(c) \ 

I < • (^ ci(«) I «»-CK«) , . I «,«.-.«..c;(«) N 

"^ P,(x+«) W«, "^(a'+aJCa'+a.)'^ "^ a:(a:+oJ...(x+«.)>' 



^ f H_, (a;-f-a) V aj+o, "^ a; (a:+a,) / "^a?P, (x+a) "'' x'P. (a;+ a) ''' x^f , (x+«) 

Multiplicirt mau nun wieder die in Klammern stehenden Reihen mit dem zu- 
gehörigen Factor, vereinigt dann die gleichbenannten Brttche und beachtet, 
dass allgemein 

ß3«4...a;+a«a5...«,C/(«) + as...«,C,'(a)H \-ClZl{a.) = Cr''{a) 

ist, so wird 

< ^ < I CJC«) I C!(«) , 1 c:r?(«) c;-'(«) 

x^ P3 (x+o) "^ f, (x+a) "f" P, (x+a) "^ " " ^ P. (x+ a) ^ a;P„(x+«) 

, c-'(«) C:(a) 

"^ x'P,(x+c) ■^x'P,(x+o) ' 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man ferner: 

1 1 c;(a) c;(«) cr.if(a) cr^(a) . , _c:w_ 

x^ P,(x + a)'^P.(x + a)"^P,(x+a)"^ "^P„(x+o)'^xP„(x+«)"^"'"^x^P.(x+a)' 
i < , g|W , Cl(.<*) , , C:rf(«) , Cr\a) , ^ C(a) 



c^ P,(x + a) ' P,(x+«)^P,(x + «)^ ^P.(x+a)^xP,(x+a)^ "^x»P,(x+a)- 
und allgemein: 

1 = 1 ■ c:(«) c?,+,(a) , jGrr:l(«)_ , _cirw 

X- P.(x + a)'^P«+,(x + a) ■^P„+,(x + a) "^'""^ P._,(x+a) "*" P.(x+a) 

■ c:-+'(tt) (?-"+"(«) I cr'(a) c:(«) 

"^ xP, (ar + a) "^ x*P,(x + a) "^ " ^ x— ' P,(x + a) "^ x-P, (x + a) ' 

welche letztere Gleichung fttr die Werthe 0, 1, 2, 3, ... der Zahlen «,, 
cfj, Cj, ... in die von Schlömilch gefundene Entwicklung öbergehi und die 
Grundlage der 5/tr/»»^schen Transformalion bildet. 
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Der auf das Glied p7'_^ \ folgende Rest der Entwicklung des 
Bruches — , der mit 91 bezeichnet werden mag, kann auch geschrieben werden: 

oder wenn man Zähler und Nenner mit 

p,(a+«) = c:(«)+cr'(«).3+cr'(«).3*+-+cr-+'(«).a-'+-+a% 

wo 2 eine willkürliche Zahl vorstellt, multiplicirt und noch bemerkt, dass 



und allgemein 

ist, 
31 = 



cr*(«) = c:(«).c.»(-i) 



Wenn nun a; und sammtliche der Zahlen ccj, «2? «39 • • • positiv sind, und man 
auch noch z positiv aber kleiner als x annimmt, so ist, da 

^-0+7T^) = l+a'(j:p^)-(a.-.)+C.<^).(x-.)'+...+C:(^).(x-»)- 

ist, offenbar 

P,(H-^)>l+a'(-J— ).(a;-3) und ^ \ ,^ < 7-/-- 

Wegen der leicht zu beweisenden Beziehung 

ist ferner, wenn man noch Kürze halber C^^-qj— ) = * setzt, 

^.(i+i^)<i+*-(*-«)+ll-(«'-«)'+-+-5-(*-*)"' 
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und um so mehr 

P,(l+|^)<e^('-*>, also auch 



— ____L__^_J_ 



Sodann ist der den zweiten Factor des Werthes von 91 bildende Bruch klei- 
ner als der Bruch 

i+ci(l).,+c;(-i)..'+... + c.-'(|)»-'' 

welcher als Mittelwerth der Brüche 

a «C/ «1/ *Ju 



wieder kleiner ist als der grösste von diesen, als -;—^ (da z<Co[^ ist), was 

dann um so mehr bei dem zweiten Factor des Werthes von fH der Fall sein 
wird. Endlich ist dieser, da sein Zähler grösser als Eins und sein Nenner, 

wenn man hier C„*( — ) durch ä| abkürzt, kleiner als ß''* ist, selbst grösser 

als der Bruch 

i 

Diese Bemerkungen zusammen führen für den Werth des Restes 91 auf fol- 
gende Beziehung: 



welche denselben zwischen zwei bloss von ä und «, oder von C}{-', — ) und 
C„*( — ) abhängige Grenzen stellt. Für ein unendlich wachsendes n conver- 
giren, wie sich leicht zeigen lässt, entweder Ci(^ . j und C^*( — ) beide 

gegen bestimmte endliche Werthe, oder sie werden beide zugleich unendlich 
gross. Im ersten Fall erhalten daher, da ar"* und xz'^^ von n unabhängig 
sind und bestimmte endliche Werthe haben, auch die beiden Grenzen von 91 
bestimmte endliche, von Null verschiedene Werthe; im zweiten Falle aber 
convergiren beide Grenzen von 9t, sonach auch 91 selbst gegen Null. 

Sind einige der Zahlen cfi, cfj, otj, .. ., etwa i in der Anzahl, NulK 
so bleibt die ganze Betrachtung im Wesentlichen dieselbe; nur werden, da 
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dann anfangs schon nicht mit dem Null gewordenen C"(a) sondern mit dem 

zuerst auftretenden C;^^{a) dividirt wird, die Ausdrücke Ci( , ) und ClQ-j 

bloss aus den nicht Null gewordenen der Zahlen «i, «29 «3«) ... gebildet. 
Man kann daher folgenden Satz als begründet aussprechen: Wenn die Zahlen 
^1? ^29 ^39 ... (*U^ poaitif) oder zum Theil Null und die übrigen positie aind^ 
und wenn, die aus den positiven eon ihnen gebildete Reihe 

± + ± + ± + ±+..., 

«I «t «. «4 ' 

ins Unendliche fortgesetzt^ selbst eine unendlich gross werdende Summe giebt, 
so gilt für jedes positwe x folgende Entwicklung: 

J_^_____J , Cija) 

, C5>+i(«) . , d-f*-^i(«) I 

Verwendet man diese Entwicklung für fi» = 1, 2, 3, ... zu der am Anfange 
dieses Aufsatzes angedeuteten Transformation^ so wird 

Diese Gleichung erfordert für ihr Bestehen ausser der Erfflllung der für die 

Entwicklung von — aufgestellten Bedingungen, dass beide in ihr vorkommende 

Reihen convergent sind. Die erste derselben ist convergent, wenn für -ein 
unendlich wachsendes n 

die zweite, wenn 

C:Ca).ii. + C;-'(a).ii, + •••+ C.'(a).it.+iiH-i 
C:r,'(o).A4-Cri(a).il,+-.. + G.-i(a).^-i + >l, 
ist. Letzterer Bruch gestaltet sich wegen der Gleichung 

Ci(«) = Ct,(«)+a.CizK«) 
um in 
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Wenn nun in der zu transformirenden Reihe die Bedingung ihrer Convergenz 
schon vom ersten Quotienten -j^ an durchaus erfollt wird, und die Zahlen 
Ai^ Ai^ ^3, ... alle positiv sind, so wird der Werth des Bruches der zwei- 
ten Seite letzterer Gleichung kleiner als x sein, und man hat also 

Während die Cl)nyergenz der transformirten Reihe erfordert, dass dieser Brudi 
kleiner als x+ef.^.i Bein soll. Diese Bedingung reducirt sich demnach auf 
die einfachere * 

x+a^^x+a^^^ oder «.<a„+i- 

Wird die Bedingung 



A^ 



^<x 



A. 

erst von dem Quotienten — ^ an erfüllt, so kann man sich die gegebene 
Reihe in die zwei Reihen 

und 

Ai , i4,--|_i Ai^7 , Ai^i , 

zerlegt denken, welche jede ffir sich, und daher auch fdr ihre Summe, con- 
yergenle transformirte Reihen liefern. Ebenso wird bei Erfüllung oben ge- 
gebener Bedingung die Transformation auch möglich sein, wie aus dem Bau 
der CoefGcienten der neuen Reihe sogleich erhellt, wenn die Coefficienten 
^1, ^2 9 ^3 9 • • • zum Theil auch Null oder negativ sind. 

Um nun noch auf besondere Fftlle der allgemeinen Transformation 
überzugehen, seien erstens die Zahlen oci, er,, ctj, ... Glieder einer ein- 
fachen arithmetischen Reihe, also etwa den Zahlen 

a, a + by a+2b^ a+3b, ... 

gleich. Die allgemeinen Bedingungen 

h***H = oc 

a. a^ a^ Om 
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und 



«•^«Ml^ 



beide auf ein unendlich wachsendes n sich beziehend, gestalten sich um in 
folgende: 

1 , 1 •. < , i 

und X 

welchen beiden durch jedes positive b genügt wird. Es hat also in diesem 
Falle, wohin auch die StirUngsche Transformation gehört, die Transformation 
einer gegebenen Reihe bloss noch die Convergenz derselben zur Bedingung. 

Sind die Zahlen ct^, Oj, Oy^ ... Glieder einer höheren arithmetischen 
Reihe, oder Potenzen der Glieder einer einfachen, deren Exponent die Ein- 
heit übersteigt, so erhält die Reihe 

auch für ein unendlich wachsendes h eine bestimmte endliche Zahl als Sum- 
menwerth und es ist demnach schon die Transformation des Bruches -—- nicht 

in dieser Weise möglich. 

Wählt man endlich für die Zahlen a^, o,, aj, ... die Glieder einer 
geometrischen Reihe, etwa die Zahlen 

a,. ac, ac^, ac^, . 
so ist die Transformation der Reihe von der Erfüllung der Bedingungen 



a ac ac* ac^ 
und 

abhängig, von denen die erste verlangt, dass c^l, die zweite, dass c^l 
ist; sie ist also nur möglich, wenn c==l, d. h. wenn die Zahlen ai, a^? «39 *.. 
alle gleich a sind. Doch ist für c <! 1 hier wenigstens noch die Umformung 

des Bruches — statthaft. Die bekannte Entwicklung des Prodnctes 

{x+a){x'\'ac){x+ac^)...{x+ac^''^) 

nach Potenzen von x, worin die Coefficienten beziehungsweise den Werthen 
gleich werden, welche im vorliegenden Falle die Grössen C/(a), Ci{a)^ . .. 

22» 
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annehmen, liefert die Ergebnisse: 

u. s. w. und allgmein 

Ott«; - oc (i_c)(i-o...(i-cO 

Hierdurch wird dann: 






x" "~ (x+a)(x+ac)! 

(l-C)0-c-+0(l-c-+») oV 

"^ (1 — c) (i — O — c') * (a; + (ur) (x 4- OC-+') (x + ac»+0 

+ (l-c)...(l-cO *(x + ac-)...(x+ae-+») "*""/ 
Fflr c=l, in welchem Falle, wie schon erwähnt, die Transformation einer 
Reihe noch m&glich ist, gebt obiger Ausdruck fflr C/(a) über in 

rv«>i - n' K»-<)-(*-<4-«) 
t,c«; - a j-jj— ^ 

und man erhalt dann, wenn man noch — = i setzt, folgende Gleichung: 

At,-\-AiS+A2i'+AiS^+-" 

welche sich auch durch die Substitution -r-r — ( 1— ^ ?* ) für j5 ergiebt. 
Mflnchen, im September 1860. 
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Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, 
welche mit den elliptischen Functionen zusammen- 
hängen. 

(Fortsetzung der Abhandlung Band 57, p. 359 dieses Journals.) 
(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 



VI. 

Xndem ich vorläufig den im vorigen Paragraphen behandelten Zusam- 
menhang der in Rede stehenden Curven mit den elliptischen Functionen fallen 
lasse , beabsichtige ich zunächst noch zwei Erzeugungsweisen derselben dar- 
zulegen, vermittelst deren sie sich aus den Kegelschnitten auf die einfachste 
Weise ableiten lassen. Jede dieser Curven kann nämlich, wie ich sogleich 
zeigen werde, auch als Bahn eines Punktes betrachtet werden, welcher sich 
so bewegt, dass ein gegebener Kegelschnitt von ihm aus unter einem con- 
stanten Winkel gesehen wird, wobei aber nicht unerwähnt bleiben mag, welche 
Bedeutung für die wirkliche Figur es hat, wenn gesagt wird, dass ein Kegel- 
schnitt von zwei in der Innenfläche desselben liegenden Punkten aus unter 
gleichem Winkel gesehen werde. Jeder Punkt in der Ebene eines Kegel- 
schnitts kann nämlich als gemeinschaftliches Centrum zweier involutorischer 
StrahlenbOschel betrachtet werden, deren entsprechende Strahlen conjugirte 
Polaren des Kegelschnitts sind. Ist nun diese involatorische Beziehung f&r 
zwei Punkte der Ebene flbereinstimmend, d. h. lassen sich die beiden in dem 
einen Punkte vereinigten Büschel bei unveränderter gegenseitiger Stellung der 
einzelnen Strahlen so auf die beiden im anderen Punkte vereinigten Büschd 
legen, dass beide Büschelpaare gleichzeitig congruiren, so sind wir zu der 
Ausdrucksweise berechtigt, dass von jenen Punkten, mögen sie nun im Innern 
oder ausserhalb der Fläche des Kegelschnitts liegen, der letztere unter glei- 
chem Winkel gesehen werde. Dies vorausgeschickt, ergtebt sich die eine 
der beiden zunächst darzulegenden Erzeugungsweisen der in Rede stehenden 
Curven nebst einigen merkwürdigen Nebenumständen, welche mit der doppelten 
Periodicität der elliptischen Functionen zusammenhängen, aus folgendem 

Lehrsatz. Bewegt sich ein Punkt so in einer Ebene ^ dass von ihm 
aus ein gegebener, einen Mittelpunkt habender Kegelschnitt fortwährend unter 
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einem constanten (reellen oder imaginären) Winkel fi oder seinem Nebenwinkel 
gesehen wird, so giebt es noch einen zweiten Kegelschnitt, in Bezug auf wel- 
chen sich jener Punkt nach demselben Gefetze bewegt. Immer ist einer dieser 
beiden Kegelschnitte eine Ellipse, der andere eine Hyperbel, auch sind ihre 
gleichgerichteten Axen proportional und fallen in einander; doch kann die 
Hauptaxe des einen sowohl auf die Hauptaxe als auch auf die Nebenaxe 
des anderen fallen. Die von dem bewegten Punkte beschriebene Bahn ist stets 
eine der in Rede stehenden Curven merten Grades und zwar sind die eier 
reellen und die vier imaginären Brennpunkte Jener Kegelschnitte zugleich die 
Brennpunkte dieser Curve. Sind endlich fi und fii die zu den beiden Kegel- 
schnitten gehörigen Sehwinkel, e und e^ die Entfernungen der Brennpunkte vom 
Mittelpunkt, so gilt die Gleichung 

tangV __ e^ 

Sei nämlich ax^+ßy^ = l ein auf rechtwinklige Coordinaten bezogener Kegel- 
sduiitt und seien 

y— y' = ö' (^-^'X 

y~y' = a"{x-x') . . 

die beiden von einem beliebigen Punkte {x',y') an denselben gelegten Tan- 
genten, so ist bekanntlich 

Sei nun fi der von beiden Tangenten gebildete Winkel, so erhfllt man leicht 

tottgA^ - (t + a'a")« - {a + ß-aßQü^ + y')y 
Bewegt sich nun der Punkt {x\ y') so, dass fi constant bleibt, so ^erhAlt mqn 
fbr die Bahn desselben die Gleichung 

(28.) ;(a+/?~«/?(a:*+y')ytang^it^~4«/9(aa:'+/9y»-l) = 
Setzen wir hier y=:Rs\nu, x = Rcosu und ausserdem 

/ -. 2 2 _4 
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SO erhalten wir die Gleichnng (7.) in §.1. Die von dem beweg^ten Punkte 
beschriebene Curve gehört also zu den in Rede stehenden, und zwar lassen 
sich, da die Zahl der unabhängigen Constanten a, ß^ fi drei ist, aUe Curven 
dieser Art auf diese Weise erzeugen. 

Um die Entfernungen der in der JC-Axe liegenden Brennpunkte vom 
Mittelpunkte zu bestimmen, haben wir für L, M^ N die Werthe aus (29.) in 
(11.) einzusetzen, und erhalten so 

(30.) ■ C = -(|-|.+^^^). 

Bezeichnen wir nun die. Wurzeln der Gleictiung 

x^+Cx^+M = 
durch e und 6i, so erhalten wir für e^ und e] die rationalen Ausdrücke 



(31.) 






/?^(/J— a)5in>' 

aus dered ersterer folgt, dass die beiden in die JT-Axe fallenden (reellen 
oder imaginären) Brennpunkte des Kegels<^hiiitts mit %wei Brennpunkten der 
Curve vierten Grades zusammenfallen. Dasselbe Resultat ergiebt sich dann 
auch mit Hilfe der Gleichung (13.) in Betreff der in der F-Axe liegenden 
Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Vermöge der Gleichberechtigung und Reciprocitflt der beiden Paare 
reeller conjugirter Brennpunkte der durch die Gleichung (7.) gegebenen Curve 
Ifisst sich nun vermuthen, dass zu dem zweiten reellen Brennpunktspaare 
ebenfalls ein reeller Kegelschnitt Oidr^+/9iy^ = l nebst dem Sehwinkel /it 
gehört, von welchem jene Cnrve sich anf dieaelbe Weive herl^en iMrt. Ver^ 
suchen wir diesem gemfiss die Constanten aj, ßi^ fix aus a, ß, /li zu bestim- 
men. Die Beziehung dieser Grössen muss eine reclproke sein,' dergestalt, dass 
«n ßn f^i gerade so aus a, ß, /i gefunden wird wie a, ß, /a aus «i, /?i, /U|. 

Da nun ei f&r den xweiten Kegelsebttitt dieselbe Bedeiitvng habe« 
muss wie e fflr den ersten, so mflssen, wenn es einen zweiten Kegelschnitt 
der erwähnten Beschaffenheit giebt, den Gleichungen (31.) analog, die fol- 
genden Gleichungen gelten: 

(32.) ' -' ^''• 

■ i t _ ±_±j.___i___ 

r ~~ «. a, "^ (A-a.)«nV. ' 
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ausserdem aber auch in Uebereinstimmung mit (29.) die Gleichungen 
,224 

(33.) M=(-l-±)(-l-±+^^31^). 

Durch Elimination von ß^ aus den ersten der Gleichungen (32.) und (33.) er- 
hält man aber 

a,sinVi(i+2el) = 4; 
ferner durch Division der dritten in (33.) durch die erste in (32.) 

(34.) ^ = r-^- 

Eliminirl man nun fi^ aus den beiden letzten Gleichungen, so, erhält man 
und wenn man aus (29.) die Werthe von N und L in letztere Gleichung einsetzt, 

wo el mittelst (31.) durch a, ß, fi unmittelbar ausgedrückt werden kann. 
Aus (32.) und (35.) findet man nun auch leicht 

(36.) A = -^; 

N 4 

endlich aus (34.), welcher analog auch die Gleichung -^ = ^^^ i gilt» di« 

Gleichung 

(37.) tang>4 = tangV'Tr- 

LeiBtere Gleichung ist im obigen Lehrsatz ausdrflcklich erwähnt; ausserdem 
folgt aber noch aus (35.) und (36.) die folgende Gleichung 

aus welcher hervorgeht, dass immer der eine der beiden Kegelschnitte eine 
Ellipse, der andere eine Hyperbel sein muss, und dass ihre Axen proportio- 
nal sind. 
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Es wäre nun noch zu beweisen^ dass die der Gleichung (28.) analog 
gebildete Gleichung 

(«i+/?i-«i/^i(a^'+r))'tang\a,-4«,/9,(^,x^ + /3iy'--l) = 
bei Anwendung der durch (35.), (36.) und (37.) gegebenen Substitutionen in 
die Gleichung (28.) übergeht; hiervon aber kann sich der Leser leicht selbst 
überzeugen. Auch sieht man leicht, wenn man a, ß, u aus (35.), (36.) und 
(37.) entwickelt, dass diese Grössen aus «i, /3i, ju^ gerade so gewonnen wer- 
den wie «1, /9|, /i| aus a, ß, fJi. Der obige Lehrsatz ist somit bewiesen*). 

vu. 

Durch den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz ist eine wesent- 
liche Verschiedenheit der Brennpunktspaare zur Evidenz gebracht, und wir 
wollen daher diejenigen Brennpunkte der Curve vierten Grades, welche zu- 
gleich der oben gedachten Ellipse angehören, die elliptischen^ die zugleich der. 
Hyperbel angehörenden aber die hyperbolischen Brennpunkte der €urye nennen« 
Ist nun die Gleichung einer salchen Curve unter der im ersten Paragraphen 
erwähnten Form 

mS'+nD' = 4e- 

gegeben (für das dortige a werde fortan immer e gesetzt), so muss es an 
der Beschaffenheit der Zahlen m und n erkannt werden können, ob die Ex- 
centricität e zu dem elliptischen oder hyperbolischen Brennpunktspaare gehöre^ 
Das betreffende Kriterium ist aber nicht schwer zu ermitteln. Aus den Glei- 
chungen (9.) in Verbindung mit (29.) folgt nämlich, dass 

2,2, 4 o/l — m . 1 — n^ 



(39.) 






a ff a tang* fi 

1 1 , 4 ^ , i — m i-n 



a ß ^(^ß—d) sin* fi m 

indem M = e^el nach Gleichung (10.) und —~j = e'^ 



*) Der Vollständigkeit wegen werde hier noch der entsprechende Satz fbr die 
Parabel ohne Beweis mitgetheilt: Bewegt sich ein Punkt so in. einer Ebene, d$iBS 
von ibif) aus eine gegebene Parabel unter einem conatanten (feellen oder imaginären) 
iVinkel gesehen wird, so giebt es noch eine zweite Parabel von demselben Parameter 
und entgegengesetzter Axenricbtung, in Bezug auf welche sich jener Punkt nach 
demselben Gesetze bewegt. Die ron dem bewerten Punkte beschriebiene Bahn ist eine, 
Hyperbel (flir reelle Senwinkel) oder eine Ellipse (([\r imaginäre Sehwinkel), dereü' 
Brennpunkte in die Brennpunkte der beiden Parabeln fallen. 
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Aus diesen beiden Gleichungen findet man aber 

mn - 4/? ' 

m+n = — j— 7 
woraus wiederum leicht gefolgert wird, dass 

ß 2 

n = iy-sm^^ 

gesetzt werden kann. Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalt man 

(41.) ^ = l-(m+ii). 

Die Gleichung mS^ + nD^ ^^Ae^ ist also a«f elliptische oder hyperbolische 
Brennpunkte bezogen, Jenachdem der Ausdruck 1 — (m+n) einen posiHten 
öder negatiren Werth hat. Dies bestätigt sich, wenn man die Curve mittelst 
der Gleichung 

m,S'+n,D^ = 4el 

auf das andere Brennpunktspaar bezieht ^wo iwa=1-ii, n^^i-m, ei=±ey ^ ~^^^ "^^ 

vergL §. l}, wo dann der Ausdruck 1— (nii+if,) den entgegengesetzten Werth 
von 1— m— II hat. Im Uebrigen mögen hier noch folgende aus (40.) her- 
geleitete Gleichungen bemerkt werden: 

(42.) ( a = ^, 



/« = 



e 

'»• + « 



mittelst deren a, ß, u aus m, n, e und natOrlich ebenso «1, ß^^ ^^ aus uti, 
i*i> ^1 gefunden werden können. 

Die Anwendung dieser Formeln auf einen gewissen speciellen Fall fuhrt 
leicht SU einem bemerkenswerthen Resultate. Ist nfimlich der Kegelschnitt 
«iP* I /9y' = 1 ^ino gleichseitige Hyperbel, ist also a+/9 = 0, so ist, wie aus 
(35.) und (36.) folgt, aix^+/!^i3f^ = 1 eine Ellipse mit unendlich grossen Axen; 
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zugleich aber folgt aus (40.), dass m = 2cos^ ^ju, « = 2sin^i^, und folglich 

f»l = 1 — » = cos.c/, 
fii = i—m = — cos jiiy 

Die auf elliptische Brennpunkte bezogene Gleichung der in Rede stehenden 
Curve ist nun 

(43.) cos/M. S'^cos^i.D^ = 46]. 
Setzt man nun die von dem die Curve beschreibenden Punkte nach den 
Brennpunkten der Ellipse «Ix*+/?iy^ = l gehenden rad. vect. respective v 
und f?', so lasst sich, da S = v+v' und Z) = r— t?'^ die Gleichung (43.) auch 
so schreiben: 

(44.) w' ^ -i-. 

COSfl 

Somit lassen sich aus jeder gleichs^ligen Hyperbel nur Curvßn von der 
durch (44.) gegebenen Form herleiten; der betreiTende Satz wurde also 
heissen : Bewegt sich ein Punkt so in einer Ebene^ dass eine gegebene Hgperbel 
von ihm aus unter einmn constanten (reellen oder imaginären) Winkel gesehen 
wirdj so giebt es in einer der beiden Axen der Hyperbel immer zwei feste 
Punkte von der Bescha/feuheit , dass das Product der Entfernungen dieser 
Punkte t)on dem sich bewegenden Punkte conslant bleibt und umgekehrt. Die 
festen Punkte liegen in der Nebenaxe der Hyperbel, wenn der betreffende 
Sehwinkel reell ist, und zwar entsteht dann durch die Bewegung des Punktes 
eine Curve der zweiten Art^ und das constanle Product der rad- vect. ißt grösser 
ids das Quadrat der halben Entfernung jener festen Punkte. Dagegen liegen 
die festen Punkte in der Hauptaxe, wenn der Sehwinkel imaginär ist, nnd 
zwar entsteht eine Curve dec ersten Art (mit zwei gesonderten reellen Aesten^ 
welche ausserhalb einander liegen), auch ist dann das constante Product der 
rad. vect. kleiner als das halbe QualNlt der Entfernung der beiden festen 
Punkte. 

IfVtJL. 

Sind A und B zwei beliebige feste Punkte einer Ebene, deren Ent- 
fernung 2e gesetzt werde, und sind Ä und B' zwei beliebige feste Punkte 
einer andern (oder auch derselben) Ebene und ihre Entfernung 2e'^2ep 
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(wo p eine beliebige Zahl), setzt man ferner m = mp^, ti = np^^ so dass also 
jedes Werlhenpaar von S und Z), welches der Gleichung 

genügt, auch der Gleichung 

niS^^fiÜ" = 46'^ 

genügen muss, so repräsenliren die beiden entstehenden Gleichungen, wenn 
die erstere auf die Brennpunkte A und B^ die andere auf die Brennpunkte 

Ä und J5' bezogen wird, verschiedene. Curven, welche aber, da — = — r, 

in Folge von (42.) in dem einen der beiden Sehwinkel übereinstimmen. Ist nun 
der zu den Brennpunkten A und J5 gehörige Kegelschnitt ax^+ßy^ = i eine 
Ellipse mit unendlich kleiner Nebenaxe, so artet die durch die Gleichung 
mS^+nD^ = 4e^ dargestellte Curve (als Ort der Punkte, von welchen aus die 
Strecke AB unter constantem Winkel fi gesehen wird) in ein System zweier 
gleicher Kreise aus, welche AB zur Chordale haben. Wenden wir auf diese 
die oben gemachte Bemerkung an, so haben wir den Satz: Werden in zwei 
i^erschiedenen Ebenen zwei feste Punkte A und B, Ä und B' als Hauptpunkte 
angenommen und werden die übrigen Punkte der Ebene dergestalt auf einander 
bezogen, dass je zwei entsprechende Punkte X und X' eon den respectiven 
Hauptpunkten gleiche Abstünde haben, so dass AX=A'X' und BX—B'X\ 
so hat man ein Beziehungssystem, wobei jedem durch A und B gehenden Kreise 
in der einen Ebene eine durch eine .Gleichung eon der Form m^+nD'^ = 4e'^ 
darstellbare Curve in der anderen Ebene entspricht, und zwar ist der eine 
der beiden zu letzterer Curve gehörenden constanten Kegelschnitt" Sehwinkel 
gleich dem zur Sehne AB gehörenden^ Peripheriewinkel des in der ersteren 
Ebene liegenden Kreises (vergl. /aco6f^ 13d.J2 dieses Journal, pag. 139 und 
140). Hieraus ist zugleich eine sehr einfache Constructionsweise solcher 
Curven gegeben. 



In §. 2 haben wir gesehen, dass die in Rede stehenden Curven Vier- 
ten Grades in drei Hauptarten zerfallen, je nachdem in der Gleichung 

W^LR'+M+NWcos^u = 

das constante Glied M positiv, negativ oder Null ist la §. 3 habm wir fer- 
ner gesehen, dass ein System solcher Curvan, welches confocal ist, in zwei 
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Schaaren zerf&Ut, welche einander rechtwinklig durchsetzen. Jede der drei 
Hauptarten muss daher noch in zwei Unterabtheilungen geschieden werden, 
jedoch so, dass die Unterabtheilungen der zweiten Art (vergl. die Figur in 
§. 3) nicht wesentlich verschieden sind. Wir wollen nun der Kürze wegen 
die drei Hauplarten der Curven durch I, II, III und ihre Unterabtheilungen 
durch la und I^, 111« und III^ bezeichnen, und zwar gehöre in I eine Curve 
zu a oder 6, je nachdem sie die zweite Axe in vier reellen oder vier 
imaginären Punkten schneidet; ebenso in III zu a oder b^ je nachdem sie die 
zweite Axe in zwei verschiedenen reellen oder nur in einem Punkte (dem 
Mittelpunkte als Doppelpunkt) trifft. 

Für die Durchschnittspunkte der Curven I mit der zweiten Axe muss 
aber die Gleichung Ä* — L/l'4--M^ = gelten. Eine Curve wird also zu I^ 
oder I^ gehören, jenachdem V—^M einen positiven oder negativen Werth 
hat. Ebenso sieht man leicht, dass eine Curve zu Uli, oder III^ gehört, je 
nachdem L positiv oder negativ ist. 

Dies vorausgeschickt können wir nun die in §. 6 dargelegte Erzeugungs^ 
weise der in Rede« stehenden Curven leicht specialisiren, und zwar sind fol- 
gendes die Resultate der betreffenden Specialisirung : 

1) Ist der constante Sehwinkel, unter welchem eine Ellipse von einem 
bewegten Punkte aus gesehen wird, reell, so ist er auch für die zugeordnete 
Hyperbel, reell und der bewegte Punkt beschreibt eine zu I« gehörige Linie, 
und zwar ist der zu dem einen Ast gehörige Sehiwinkel der Supplements* 
Winkel des zu dem anderen Ast gehörigen Sehwinkels. - Beide Aeste fallen 
daher zusammen, wenn der Sehwinkel für die Ellipse ein rechter ist; in diesem 
Falle artet die Linie aber in einen Kreis aus und der Sehwinkel ist dann für 
beide zugeordnete Kegelschnitte ein rechter. Bei den Curven I« sind die hy- 
perbolischen Brennpunkte weiter vopi Mittelpunkte entfernt, als die elliptisch^. 

2) Ist der constante Winkel, unter welchem eine Hyperbel von einem 
bewegten Punkte aus gesehen wird, imaginfir, so ist er auch für die zuge- 
ordnete Ellipse imaginär und der bewegte . Punkt beschreibt eine zu I^ ge- 
hörige Linie. Ist insbesondere fang^ = +|/— 1, so ist auch.tang^i = +|^— 1 
und die Curve artet in zwei isolirte Punkte aus, die Brennpunkte der beiden 
in diesem Falle confocalen Kegelschnitte. 3ei den Curven I^ sind die ellipti- 
schen Brennpunkte weiter vom Mittelpunkte entfernt^ als die hyperbolischen. 
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3) Ist der constante imaginäre Winkel, unter welchem eine Ellipse 
von einem bewegten Punkte aus gesehen wird, gleich dem Winkel, unter 
welchem sie vom Mittelpunkte aus gesehen wird, so beschreibt der bewegte 
Punkt eine Curve III5. Bei diesen Curven fallen die beiden hyperbolischen 
Brennpunkte in den Mittelpunkt. 

4) Ist der conslante reelle Winkel, unter welchem eine Hyperbel von 
einem bewegten Punkte aus gesehen wird, gleich dem Asymplotenwinkel (oder 
seinem Supplementswinkel), so beschreibt jener Punkt eine Curve III^. Bei 
diesen Curven fallen die beiden elliptischen Brennpunkte in den Mittelpunkt. 

5) Ist der constante Winkel, unter welchem eine Ellipse von einem 
bewegten Punkte aus gesehen wird, imaginär, für die ihr zugeordnete Hy- 
perbel aber reell, so beschreibt der bewegte Punkt eine zu II gehörige Linie. 
Letztere wird durch die sub No. 4 erwähnte Linie III« von der Hyperbel ge- 
trennt, trennt aber selbst die sub No. 3 erwähnte Linie III^ von der Ellipse; 
sie wird nämlich von der III„ umschlossen und umschliessl selbst die III^. 
Die Hauptaxe jedes der beiden zugeordneten Kegelschnitte fällt in diesem 
Falle auf die Nebenaxe^des anderen, während in den sub No. 1 und 2 be- 
sprochenen Fällen die Hauptaxen beider Kegelschnitte auf einander fallen. 

Aus der in §. 6 entwickelten Erzeugungsweise der in Rede stehenden 
Curven Iftsst sich noch eine andere, fast noch einfachere ableiten, welche ich 
jetzt noch darlegen will: 

Aus der Form der Gleichung Ä*— lÄ'+Jtf+A'Ä^cos'w = folgt, dass 
das Product von je vier in dieselbe Richtung fallenden Halbmessern einer 
beliebigen Curve C der in Rede stehenden Art constant, nämlich M=e^e\ 
ist. Das Product je zweier solcher vier Halbmesser, welche vom Mittelpunkte 
aus nach einer Seite hin liegen, ist daher ebenfalls constant, nämlich ee^. 
Die Endpunkte dieser beiden Halbmesser können sonach als conjugirte Pole 
betrachtet werden in Bezug auf einen vom Mittelpunkte der Curve aus mit 
iem Halbmesser r^y^eei be3chri|ebenen Kreis ^ so dass aUo jeder in der 
Curve C liegende Funkt seinen conjugirten Pol ebenfalls in C hat. 

Seien nun E und H die reelle Ellipse und Hyperbel, ans welchen 
nach §.6 dia Curve C abgeleitet werden kanu^ und P ein in C liegender 
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Punkt, seten ferner K und L, /T, und Li die respecliven Tangenten, welche 
von F an £ und H gezogen werden können. Man bilde nun von dieaea* 
ganzen Figur in Bezug auf den vorliin erwähnten Kreis die Polarfigur, und 
es seien respecüve e und h, p, k und /, k^ und h die den E und H, F, K 
und Ly Kl und Li entsprechenden polaren Elemente, also e eine Ellipse, h eine 
Hyperbel, p eme Gerade, k und / ihre Durchschnittspunkte mit e, ki und li 
ihre Durchschnittspunkte mit h. Bewegt sich nun P auf C fort und bilden 
folglich die Tangenten K und L den constanten Winkel u, Ki und Zi den 
Constanten Winkel //|, so muss die Ellipsensehne kl, welche auf dem gleich-^ 
zeitig sich bewegenden p liegt, von aus fortwährend unter dem constanten 
Winkel 2R~- p, und ebenso die in derselben Geraden liegende Hyperbelsehne 
kill fortwährend unter dem constanten Winkel 2/1—^, gesehen werden. Wir 
haben somit den Satz: 

Bewegt sich eine reelle Gerade so in der Ebene eines Kegelschnitts , 
dass das von dem Kegelschnitte interceptirte Stück dieser Geraden vom Mittel^ 
punkte aus fortwährend unter einem constanten (reellen oder imaginären) Winkel 
oder seinem Nebenwinkel gesehen wird, so giebt es noch einen zweiten Kegel- 
schnitt, in Bezug auf welchen sie sich nach demselben Gesetze bewegt. Beide 
Kegelschnitte haben gemeinschaftliche Axenrichtungen und proportionale Axen 
und immer ist der eine von ihnen eine Ellipse, der andere eine Hyperbel. 

Fällt man nun von eine Normale On auf p, so ist der Fusspunkt n 
derselben offenbar der conjugirte Pol zu P und liegt folglich, nach dem im 
Eingange dieses Paragraphen Gesagten, ebenfalls auf der Curve C. Da somit 
die Curve C auch durch Bewegung des Punktes n entstanden gedacht werden 
kann, so haben wir den Satz: 

Unter Beibehaltung der in dem so eben aufgestellten Satze gemachten 
Voraussetzungen beschreibt der Fusspunkt der Normalen, welche man vom 
Mittelpunkte auf die bewegte Gerade fällen kann, eine der bisher von uns 
behandelten Curven vierten Grades. 

Die Brennpunkte dieser Curve sind nicht die von e und h, sondern 

die von E und H, und es muss auch hier die Gleichung /"^,^ = -^ statt- 
^ ® tangTi, e] 

finden. Nicht zu übersehen ist aber, dass, wenn die Hauptaxen von E und H 
aufeinander fallen, die Hauptaxe von e auf die Nebenaxe von h fällt und- 
uragekehrt. Für die Curven I« und I^ fällt also bei dieser Erzeugungsweise, 
abweichend von der vorigen, die Hauptaxe eines jeden der beiden zugeord- 
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neteil Kegelschnitte auf die Nebenaxe des anderen; für die Curven II da- 
gegen fallen die Hauptaxen beider Kegelschnitte auf einander. Ist /^ oder 
^^=0, so erhält matt die Curven III„ und III^. Da aber in diesem Falle 
die Gerade p den betreffenden Kegelschnitt berührt, so haben wir das be- 
merkeuswerthe Resultat: 

Die Linien ITLa sind Ellipsen-Fusspunktctirven^ die Linien III^ Hyperbel- 
FusspvnktcurveUy für welche der Pol im Mittelpunkte liegt. 

Eine genauere Specialisirung der bei dieser zweiten Erzeugungsweise 
in Betracht kommenden verschiedenen Fälle kann aus §. 8 leicht hergctieitet 
werden. 

Liegnit«, im April 1861. 
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Deinonstration d'une formiile de M. Ostrogradsky 
relative au calcul des variations des integrales 

multiples. 

(Par M. Sabinine de Moscou.) 



JJans la note snivante j'ai Tintention de m'occuper d'une formule 
fondamentale du calcul des variations des integ^rales multiples. Quoique cette 
formule, due a M. Ostrogradsky et contenue dans le §. 4 de son memoire sur 
le calcul des variations^ y ait ete etabliCv ä Taide de la methode infinitesimale, 
et que plus tard on ait essaye de Tetablir par d'autres principes (voir la note 
de M. lAndelo/f dans les Comptes rendus de Tacademie de Paris , seance du 
9 Janvier 1860) j'ose pourtant esperer que la demonstration que je vais en 
donner meritera Tattention des geometres par son caractere elementaire et 
en mdme temps rigoureux. Cette demonstration est uniquement fondee sur 
le principe pose par Euler dans son celebre memoire intilule: Methodus nova 
et facilis calculum variationum tractandi, Nov. Comm. Ac. Petrop. Tom XVI, 
1771, pag. 35, principe qui consiste ä remplacer les variations par des dif- 
ferentiations partielles prises par rapport ä un parametre que Ton suppose dtre 
contenu dans les variables et que je representerai par la lettre i. Je n'ai eu 
besoin d'ajouter rien de nouveau ä ce principe, et le seul moyen auquel j'aie 
eu recours outre cela est la formule bien connue relative aux integrales mul- 
tiples et par laquelle on passe d'un Systeme de variables ä un autre Systeme 
propre a remplacer le premier. 

Soient donc x, y, z, ... des variables independantes , n une fonction 
inconnue de ces variables, tv une expression donnee en ar, y, ä, . . ., ii et 
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les differences partielles de u prises par rapport ä x, y, &^ . . .-^ enfin seit 
proposee Tintegrale definie multiple 

V = /// ' "^ dxdy 9ä . . . 

prise pour toutes les valeurs de Xy y, Zy . . . qui satisfont ä Tinegalite 

i<0, 

L etant une fonction de a;, y, ä, . . ., de sorte qu'aux limites de cette integrale 
on ait L=0. Pour determiner la Variation de Tintegrale t? nous aureus suivant 
le principe d'Euler ä considerer Tintegrale definie multiple 

Vi =fff • • WidX.dYidZi . . . 
pour toutes les valeurs de -X/, F,-, Z,-, ... qui satisfont ä Tinegalite 

A<0, 

Li etant une fonction de Xi, Y,-, Z/, ... que nous definirons plus tard. Wi 
est la mäme fonction de Xi, Yi^ Z{, . . ., de ü/ et des difiFerences partielles 
de Vi par rapport a -X,-, Y/, Z,-, . . . que ir Test de a;, y^ ä, . . . de ii et des 
differences partielles de n par rapport ä a:, y, «^ . . . . Les variables inde- 
pendantes Xi^ Vi, Zi, ... sont des fonctions arbitraires du parametre i et de 
^^ y^ *^ • • 9 continues pour de petites valeurs de i et telles que pour « = 
elles deviennent respectivement egales ä a;, y, ä, .... Designons par les 
caracteristiques Vn ^^2? Va? • . • les fonctions de i et de a;, y^ ä^ . . ., dont il 
s'agit de sorte que 

Xi = rpi{i,XyyyZ,...), Yi^^rp^ii^x^y^Zy...), Zi = %(iyXyy,:Sy...\ . . .; 

les derivees de Xi, Yi^ Z^^ . . . par rapport ä i et pour 1=0 sont respectivement 
egales aux variations dxy dy^ dz»^ . . . , De möme la variable principale ü, 
est une fonction arbitraire du parametre % et de Xi^ Yi, Zi, ... continue pour 
de petites valeurs de i et teile que pour 1 = eile devienne egale a u. La 
derivee de Uf par rapport ä i et pour 1 = est egale ä la Variation de «. 
La Variation totale de u et que nous designons par du se compose de deux 
parties : la premiere partie revient a la differentielle ordinaire de u, consideree 
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comme fonction de Xy y, Zy ... et en supposant que les differences de x^y^ js^ . . . 
soient dx, dy, dz^ . . . ; la seconde partie est la derivee partielle de Ui poup 
i = par rapport a i prise independamment des variables -X;, Y,-, Zi,...^ par 
conseqnent la seconde partie de ^u et ce qu'on nomme la Variation tronquee 
de u, Si nous designons la premiere partie de du par la caracteristique D 
et la seconde partie de J«i par la caracteristique A, nous aurons 

du = Du+Au. 

Les variables Xi, Yi, Zi, ... etant des fonctions de i et de x^ y, z^ .. .^ 
a chaque Systeme de valeurs de x, y^ z^ . . . repondra, pour i quelconque, un 
Systeme de valeurs de Xi, Yi, Zi, . . ., et vice versa. On pourra donc intro- 
duire les variables les uns pour les aulres. Je suppose que la quantite de- 
signee ci-dessus par Li seit ce que devient L, lorsque pour x, y^ z^ . . . on 
y introduit leurs valeurs en i, Xi, Y^, Z,, . . ., de sorte que Tequation i/=0 
seit le resultat de Telimination entre les equations L = 0, Xi = yji{iyXyy,z,...)^ 
^i=y^2 («, ^y Vy^f" '\ Zi = (f, x^ y^z,...)^ ... et que toutes les valeurs x^y, z, . . . , 
qui satisfont ä Tinegalite Zr<c;0, epuisent toutes les valeurs -X,-, Yi, Zi, ... 
qui satisfont, pour i quelconque, ä Tinegalite i;<;0. Rempla^ons maintenant 
les variables -X/, Y,-^ Z,^ . . . par les fonctions de Xy y, z, . . . qui leur sont 
egales et introduisons d'apres les regles connues ces expressions dans Tintegrale 
multiple Vi, nous trouverons 



Vi =///' W,l.dxdydz 



integrale qui doit *tre prise pour toutes les valeurs de x, y, z, . . . qui satis- 
font ä Tinegalite 

et dans laquelle la lettre T designe le determinant 

-^7 , oXi oYi oZi 

"* 9a? by 9» 

Cela pose et comme les limites de Tintegrale transformee V sont independantes 
du parametre i, nous obtiendrons, par les regles de la ^iff^r^ntiation sous le 
signe, Tegalile 

^=^/-^f5a,cij,e...-+/;5r...w,^axaj,«,... 

24* 
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dans laquelle nous devons poser i egale ä zero pour avoir la Variation de 

Tintegrale «?. Pour «=0 on aura -^ = Jf?, Wi = fCy -^ = (Jw. Lavarialion 

de tr se compose, comme on sait, de deux parties; la premiere partie de 
^w est 

oü Ton doit faire varier dans la premiere des differences -^— , -^— , -^, . . . 

tont ce qui varie avec x, dans la seconde, tout ce qui varie avec y^ dans la 
troisieme, tout ce qui varie avec z et ainsi de suite. La seconde partie de 
äw est due a Taccroissement Du de la quantite ti. Si nous designons la 
premiere partie de Jtr par la. caracteristique D et la seconde partie par la 
caracteristique A, nous aurons 

^w = Dw+Aw. 

De tous les elements qui composent le determinant 

m ^ , dXj ^ dYj ^ dZj ^ 

et dont le nombre egale le carre du nombre des variables, les seules qui ne 
s'evanouissent pas avec i sont les suivants 

dXj dYj dZj 

dx' dy ' öa ' • • • 

et ces derniers ont Tunite pour limite. On en conclut que, pour t = 0, T 
conyerge vers Tunite et que le seul terme de -^r- qui ne s^evanouisse pas 
avec % est le suivant: 



d /dXi dYidZf \ 
di \ dx dy ö» ^ 



Comme d'ailleurs dx, dy^ dz^ ... sont les limites vers lesquelles convergent 

oX| dYi dZi . , » 1. . • /\ 

-^, -37-, -^, . . . on arnve a ce resultat que pour t = on a 

dT _ ddx , aJy , ddz , 

di "■ Bx + dy ^-öT"*""* 

A Taide de ces valeurs la limite pour t = de Texpression de -^ obtenue 
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ci-dessus ou ce qui est la möme chose la Variation de prend la forme suivante 

ou, en introduisant la valeur de Dw: 

ce qui est ia formule de M. Ostrogradsky^ qu'il s'agissait de demontrer. 
Moscou, Janvier 1861. 
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lieber Jacobis Methode ^ die partiellen DiflTerential- 

gleichungen erster Ordnung zu integriren und ihre 

Ausdehnung auf das Pfaffsehe Problem, Auszug 

aus einem Schreiben an den Herausgeber. 

(Von Herrn A, Clebsch zu Carlsruhe.) 



. . . Die Jacobische Abhandlung ^nova melhodus aequationes differenliales 
parliales primi ordinis inlegrandi^, deren Herausgabe ich auf Ihren Wunsch 
übernahm, bin ich im Stande, Ihnen beifolgend in druckfertiger Abschrift zu 
übersenden. Sie enthalt in vollständiger Durchführung jene neue Methode, 
die Jacobi in früheren Veröffentlichungen nur angedeutet, und selbst in seinen 
Vorlesungen, so viel mir bekannt, nur unvollständig mitgetheilt hat. 

Das Studium dieser Jacobischen Abhandlung hat mich darauf geführt, 
seine Methode von den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf 
die totalen, oder auf die Pfaffsche Differentialgleichung auszudehnen, eine 
Aufgabe, mit welcher sich bereits Herr Natani (im vorigen Bande dieses 
Journals) beschäftigt hat. Herr Natani giebt den Grundgedanken an, auf wel- 
chem eine neue Theorie des Pfaffschen Problems, wenn sie den wiederholt 
von Jacobi ausgesprochenen Forderungen genügen soll, beruhen muss, näm- 
lich auf der Benutzung jedes gefundenen Integrals zur Reduction der vor- 
liegenden totalen Differentialgleichung in eine andere, welche eine Veränder- 
liche weniger enthält, und zugleich ein Integral weniger zu ihrer Integralion 
erfordert. Doch gehört zur vollständigen Durchführung dieses Gedankens die 
Behandlung der simultanen Systeme, auf welche man bei der successiven 
Lösung des Problems geführt wird, und zu dieser Behandlung konnte ich die 
Methode erst aus dem Studium der «/aeo 6f sehen Abhandlung schöpfen, indem 
ich seine Methode fast ohne Aenderung geeignet fand, von den partiellen 
Differentialgleichungen auf das Pfaffsche Problem übertragen zu werden. 
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Aber bei diesen Untersuchungen ergrab sich für die Behandlung des 
Pfaffschen Problems ein völlig neuer Gesichtspunkt. Spricht man die Auf- 
gabe dahin aus, dass dem Differentialausdruck 

Xi dxi + X^dX'i'^-' ' ' + X^^dx2n 
die Gestalt 

gegeben werden solle, so findet man nach der gewöhnlichen Methode, dass 
/n A9 • • -) fn Lösungen einer linearen partiellen Differentialgleichung 

sind, wo R die Quadratwurzel der aus den Grössen 

^ dXj dXk 

'* dxk dxi 
gebildeten Determinante, R^ den Differentialquotienten von R nach a,* be- 
deutet. Aber man kann nachweisen, dass die Functionen f eoUkommen de- 

finirt werden durch ein System von ' J^ simultanen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Von diesen sind n in der obigen Gleichung 
enthalten; die übrigen ' ^ sind durch die Gleichung gegeben: 



V V ^'* ^/^ ^/y __ o 



in welcher für fi, v alle möglichen Combinationen von einander verschiedener 
Indices zu setzen sind. Von diesen Gleichungen ausgehend, kann man ffir 
das P/ayfsche Problem eine Integrationsmethode aufstellen, welche zu der von 
Jacobi für die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gefundenen 
das genaue Analogon bildet. 

Die oben angegebenen Differentialgleichungen besitzen noch die sehr 
merkwürdige Eigenschaft, dass das Theorem Poissons in der einfachsten Weise 
sich auf dieselben ausdehnen lässt, was auch für das P/ayfsche Problem unter 
Umständen wesentliche Vortheile bietet. Bezeichnet man nämlich durch {<p) 
und [yjy x] die beiden Ausdrücke : 



ly'a = ^^^HÄ 



dxi dxk* 
so kann man leicht folgende Sätze nachweisen: 
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1. Sind ipy yj, X Lösungen der Gleichung 

(cp) = 0, 
SO sind die Ausdrücke 

MuUiplicatoren, und also ihre Quotienten neue Lösungen derselben Gleichung. 

2. Betrachtet man in der Gleichung 

Iv. v] = 

tp als gegeben, und Iiat man sodann zwei Lösungen (p, x dieser Gleichung 
gefunden, so ist auch [(p, x] ^^^ Lösung derselben. 

Man sieht also, dass im Allgemeinen für die Gleichung {(p)=0 aus 
drei Lösungen, für die Gleichung [(p, v^] = aus zwei Lösungen alle übrigen 
durch Differentiation abgeleitet werden können. 

Carlsruhe, im März 1861. 
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lieber diie Knotenpunkte der Hes^eschm FlAche, 
insbesondere bei Oberflftchen dritter Ordnung. 

(Von Herrn -4. Ctehsch zu Carlsruhe.) 



JJie Frage nach denjenigen Puakten, deren Polaren, genommen in 
Bezug auf eine Oherflache dritter Ordnung^ in ein Ebenenpaar zerfällt, habe 
ich in einem andepn Aufsatze *) (dieses Journal Bd. 58, p. 109) mit der Trans- 
formation der homogenen Gleichung dritter Ordnung mit vier Veränderlichen 
in die Suinjne von fünf Guben in Verbindung ge|)racht, und daraus Resultate 
abgeleitet, welche mit denen des Herrn Steiner in Einklang stehen. Aber 
die Möglichkeit dieser Transformation, welche nur aus der Anzahl der Con- 
slanten geschlossen wird, ist an sich nicht unzweifelhaft: um so mehr als, 
wie ich niichgewiesen habe, eine ähnliche Ti^ansformation^ bei döh Curven 
vierter Ordnung sich als im Allgemeinen nickt möglich herausstellt, obgleich 
bei derselben Constänten in genügender Anzahl vorhanden sind. Ich werde 
daher die Frage nach den gedachten Polen, indem ich von einem allgemeineren 
Gesichtspunkte ausgehe, abermals aufnehmen^ und werde ihre Existenz direct 
beweisen, sowie d^n Weg sie zu finden aufstellen, wodurch dann zugleich 
das Problem jener Transformation dem Principe nach erledigt wird. 

Es stellt sich dabei zunächst eine allgemeine Eigenschaft der HessescYievi 
Fläche dar, welche einen wichtigen Platz unter den schönen Eigenschaften 
dieser Fläche einzunehmen scheint; die Eigenschaft nämlich, dctss die einer 
Fläche n^^*" Ordnung ungehörige Hessesche Fläche immer nothwendig 10 («—2)' 

*) Tq dei; augeftlbrten Abhandlung ist das. Problem auf eine Gleichung fünften 
Grades zurückgeführt, deren Autstellung wesentlich auf der Voraussetzung beruhte, 
dass die Ordnung der Invarianten einer Oberfläche dritter- Ordnung immer durch 8 
theilbar sei. Dies ist, wie sich aus einer kürzlich erschienenen Abhandlung des Herrn 
Salmon ergiebt (Proceedings of the Royal Society of London 1860 pag. 2:^9), unrichtig; 
die Gleichung kann daher auf die* angegebene Art nicht gebildet werden. Im gegen- 
wärtigen Aufsätze findet sich ein allgemeines Mittel, beliebig viel Gleichungen fünften 
Grades aufzustellen, welche das Problem wirklich lösen. — Ich bemerke noch, dasa 
in dem Salze, p. 111 jenes AuftBatzes Zeile 10 v. u. immer dör Ausdruck „Kegel^^ 
statt ,,Obcrfläche mit einem Knotenpunkt'^ gebraucht ist. Der betreffende Satz musa 
80 lauten: 

Soll die erste Polare einen KnotenputAt haben, sa muss der Knotenpunkt auf der 
Veterminantenfläche Hegen, der Pol aber auf einer anderen Fläche (ß = 0). Liegt so^ 
dann der Pol insbesondere auch auf der Fläche u = 0, so liegt der Knotenpunkt auf der 
Berührungscurve von // = 0, F = 0. 
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Knotenpunkte von ganz bestimmter Natur besitzt. Ihr entspricht eine andere, 
bisher fildit beh^cblet^ FiScke, wehke immer ebeusotki gerade Linien enthUlt. 

Der Reitt der Ahhandlag be^ekfifUgft ^h mit der Aofl^simg Aerirlei- 
chung zehnten Grades, durch welche jene Knotenpunkt« für Oberflachen dritter 
Ordnung bestimmt werden; was dann von selbst auf die fragliche Transfor- 
mation leitet. 

Ueber Knotenpunkte der Polaren und die zugehörigen Pole. 
Es sei fi = die Gleichung einer Oberflache n^^' Ordnung, u eine 
homogene Function von Xi, X2^ x^^ x^. Bezeichnen wir femer durch ui und 
un die ersten und zweiten Differentialquotienten von u^ so ist die Polare eines 
Punktes yi, ^29 ya^ y* die Oberflache (» — !)•" Ordnung 
(1.) yiUi+y2U2+yju^+yAU4 = 0; 
und die Bedingung, dass diese Polare im Punkte x einen Knotenpunkt habe, 
ist dargestellt durch das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 

^yi»ii+!f2«i2+ys«i3+y4«i4 = 0, 

|yi«21+y7«22 + y3«23+y4««24 = 0, 

|yi«fji+y2««+y3«33+y4«34 = 0, 

iyi«41 + y2tt42 + y3«43+y4«44 = 0. 

Hieraus ergiebt sich der bekannte Satz, dass die Knotenpunkte solcher Polaren 
immer auf der Hesseschen Fläche 

(3.) ^ = 
liegen, so wie umgekehrt, dass jeder Punkt dieser Flache als Knotenpunkt 
einer Polare anzusehen ist. 

Die zugehörigen Pole liegen auf einer anderen Flache, welche durch 
Elimination der x aus den Gleichungen (2.) entspringt. Ihre Gleichung sei 

(4.) ß = 0; 
dieselbe ist von der 4 (« — 2)^**'" Ordnung. Denn das Eiiminationsresultat ist 
von der («—2)^*^" Ordnung für die CoefBcienten jeder der Gleichungen (2.), 
also von der 4(«~2)'**" fflr sammtliche Coefficienten, und von derselben Ord- 
nung für die Grössen y, welche in diesen Coefficienten auf lineare Weise 
enthalten sind. Nach den Bezeichnungen des Herrn Steiner wfirde die Fläche 
(3.) Kemßäche^ die Fläche (4.) conjugirte Kemfläche zu nennen sein. ( Vergl. 
dieses Journal Bd. 47, p..4). 
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Pia Qlßicbmg (4.) kann man für die FiHcbeii dritter und vier ter Ord*^ 
«UQg leiekt bilden. FAr die Flächen dritter Ofdanng fft^U sie mit der Glel- 
ehmkg (3.) zusannoeB^ da in den Gl^cbingen (3.) alsdann offenbar die y mit 
den dr vertimscht werden dürfen. FOr die Flachen vierter Ordnung bildet 
man sie leicht apateg den Principien, welche Herr Heise im 41**''" Bande dieses 
Journals niedergelegt haL In der That kann immer die Aufstellung der Glei-- 
chung (4.) mit der Aufstellung der Bedingung als identisch angesehen werden, 
unter welcher eine Fläche (ft— l)*"' Ordnung einen Knotenpunkt hat. Die 
Aufstellung dieser Bedingung fBr eine Fläche dritter Ordnung ti = erfordert 
die Elimination der x aus den Gleichungen 

(5.) „, = 0, u^^O, iH^O, m = 0. 

Nach den von Herrn Hesse aufgestellten Sätzen verschwinden aber dann nicht 
bloss Jy sondern auch die ersten Differentidhiäotienteh: 

welche von der dritten Ordnung sind. Multiplicirt man dann die Gleichun- 
gen (^) mit oTn (^9 ^»1 ^* wA verbindet die erhaltenen Gleichungen mit 
(^i), bd hat mmk W Gleichungen^ i^k welchen die 30 Producte Xi^s^s^^ auf 
liMare Weise vorkommra. Betrachtet man alsQ diese Grössen als einfache 
Unbekannte und setzt die Determinante des Systems gleich Null, so ist dies 
die Bedingung, unter welcher die Fläche Ur^O einen Knotenpunkt hat. Die 
erhaltene Gleichung ist in der That von der Ordnung 16-}-4.4 = 32 filr die 
Coefßcienten von u^ wie es sein muss. Setzt man in dieser Gleichung fär 
die Coöf&cienten von u die linearen Ausdrflcke in den y^ welche die Coef- 
ficienten der Gleichung (f.) bilden, so erhält man die Gleichung Jä = 0, 
welche gesucht wurde, für die Flächen 4**' Ordnung. 

«. 2. 
Ueber diejenigen Knotenpunkte; welche unendlich vielen Polaren gemeinsam sind. 

Unter den mit einem Knotenpunkte begabten Polaren giebt es insbesondere 
gewisse Schüren, deren Knotenpunkte in einen einjugefn Punkt zusammen- 
fallen; während zugleich die zugehörigen Pole eine gerade Linie bilden. Dies 
gesdrieJrt immer, we«n die W^rtiie der ^ so gewählt w^en, dass die Glei- 
dmngbn (2.) in Besng auf die f sad mnf ati^el vonr MBander veraduedene 
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ijleichungen Mduciren. Der Pol y liegt dünn, 4b seine €oord{naten nur zwei 
Kirearen Gleichungien zu genfigen bdbeil«, im Dnrchsehnitt zweier Ebenra M 
beliebiger Stelle, und man hat also «in^dlich viel Polaren, Wetehe sammttieh 
in etisMi Punkte rr einen Knotenpunkt haben. Fflr einen Botehen Punkt w 
mflssen aber, ausser ^, auch sfimmtliche Unterdeterminanten von J ver* 
schwinden ; öder es mfissen gleichaüeitig die 10 Gleichungen 

(7;) 2/,, = • . 

erfüllt sein, wo ^/^ die dem Element w,* entsprechende Unterdeterminante 
bedeutet. 

Ich werde im Folgenden zeigen, dass man in der That den Glei- 
chungen (7.) immer gleichzeitig genfigen kann, und zwar durch 10(is— 2)^ 
verschiedene Werthsysteme. EJs giebt also ebensoviel Punkte in ^=0, welche 
Knotenpunkte von unendlich vielen Polaren werden: u^d es ist zu bemerken, 
dass diese Punkte zugleich Knotenpunkte auch von J = sind; denn ffir die- 
selben ist offenbar 

welches auch deflnde^t t sein mag. Diesen Knotenpunkten entsprechen eben- 
«oviel Gerade, iü welche sich die zugehörigen Pote ausbreiten; und diese 
Oeraden liegen daher auf der Plfiche 12:^6. Man hat sonach folgendes 
Theorem: 

Theorem 1. 

Die Mäche 4 («—2)*" Ordnung J=0^ in welcher sämmtUche Knoten-^ 
punkte ron Polaren liegen, die aus einer Fläche n^^'' Ordnung entspringen, 
enthält selbst 10 («—2)' Knotenpunkte; jeder dieser 10 («—2)^ Punkte kann 
Knotenpunkt von unendliclp vielen Polaren werden, und die zugehörigen 
Pole bilden 10 (»—2)^ Gerade, Alle Pole aber, defen Polaren einen 
Knotenpunkt haben, liegen auf einer Fläche 4 (« — 2)^*" Ordnung S2 — 0; 
und diese enthält aUo nothwendig jene 10 (« — 2)^ Geraden, 

- Ueb^r di^ Anzahl deijenigen Punkt»; weldie KiMtenpunktt von^ unendficb vielen v 

.1 . Da M y#n vorn berein- keineswegs foststdht, ob die 10 GleichuiigeB (7,) 
ftberkflupt eine geaieij^haflliohe (LAsimf aulassenyi SQ.;luii& rman'die« ^nter«- 
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sui^hMg dMiser'^jlefchütigen in Sit Wetee'l&ht'^h, dai^ 'iiMil an^^ ge- 

meinschafUlchen LOMItjgfefh^^bii irgend drieieA derselbe^ nkiiersi^^M; tihd' MdJhHtl 
diejenigen 9 welche diesen Gleichungen eigenthümlicb sind, von denjenigen 
scheidet, welche auch den fibrigen Gleichungen dei^ Systapis zu^ommeB,| und 
also der vorliegenden Frage angehören. 

Ich betrachte daher zunächst die drei Gleichungen 

' (8.0- • -^1 = 0, J^^o, j^^oV;^^;-''-^- -•' "'^ 

welche sSmftitirbb Oi)erflirchen von der 3(ii— 2)*~ ÖMntiilg' dhrttellciflv *tad 
also im Ganzrti (3(«-2))*=^ 27(«-2)* Schnlttpnnlrtö fefgfeböii. • In tol^e 
der bekannten Gleichungen, denen die" Utiterttetertäinantfen'2ü^ gf^iifi^en häbbn, 
ziehen die Gleichungen (8.) die folgen4en Systeme nach sich: 

/ N 1 «32-^31+^42^41=0, )ib2-^32-4-i'42'^42 = -^9 

(a.J / (6.; / 

]«33^3I + «43^4I=0, J«f33^32 + tt43^42 = 0, 

\fh*Al + UH^4l = 0. \«34-^32+i«44''42==0. 

Diese Gleichungen können im Allgemeinen nicht anders. beslebefi, .M/s w^nj{i 

(9.) ^ = 0, ^M = 0, ^41 = 0, ^32 = 0, ^42=0. , ,. 

Aber hievon bilden die Ffille eine Ausnahme, in welchen jedes der Systeme 
a, b sich auf zwei Gleichungen zur Bestimmung von ^31, ^41 ? ^329 ^42 re- 
ducirt, bei deren einer wenigstens rechts mcht Nidl steht. Dies kann, wie 
man sogleich sieht, nur der FliH ^in, wenn 

(10.) «33 = 0, tb4 = 0, «^ = 0, 

wodurch die letzten beiden Gleichungen sowohl in a «d^ in 6 idei^ti^ch ver- 
schwinden. Bei jeder anderen Aoiriahme wird man mit NothwjQi^di^keit zjui der 
Gleichung ^==0 geführt, und hiedurch zu eitaem zweiten Ausnahmefall, wo 
nämlich^ verschwindet, und zugleich jedes der Systeme a, 6 sich auf eine 
einzige Gleichung reducirt. Qies geschieht immer, wenn man eine Gröpse Jl 
so bestimmen kann, dass , ^^ . : . , 

|U3, = AW41^ 
1 ^2 ^^^ ^^42 ^ 

(11.).. • _ , ■ . ■'- • .■• 

JM33 — ^•'439 

Man hat also unter den gemeinschafflidhen LÖBtiAgen d^r ^lieit{iHiiWg«U ^:) 
folgende drei Classen zu unterscheideii : 
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1. £s(^ bestehen die Gleii^hungen (1(X)^ welche (ii~2)V Systeme von 
f^dsimgen haben. Alsdann sind in der That die GUeichnngen (8.) erfUlt^ da 



(!«.) ^11 = 



«•««»•»» 




••ll ^13 «14 


tbl «33 «M 


, ^» = 


•bl »M ^ 


«« «43 «44 




«41 »43 U44 



J,.=- 



«IJ »43 »M 
»13 «%3 »34 
«14 »34 »44 



Aber es verschwinden nicht säountliche J^^, sondern alle übrigen J^ bleiben, 
yiiß man sich leicht überzeugt, in Allgemeinen von Null verschieden. In 
der That kann man das gleiicheeitige Bestdien simmtlicher Gleichungen (7.) 
dadurch ausdracken, dass der Ausdruck 



(13.) 



e = 



«11 

»31 
»41 

yi 



»« 

«3J 
«42 

y» 



»13 «1« 

«23 »24 

«33 »»J4 

«43 «14 

sfj y« 



9t 
»2 

y» 
y4 





e<= 



«U 
«21 

«41 

yi 



yk 

y» 
y3 
y« 





fffir alte Werthe der y versehwindbn si6U. Beim Bestehen der Gleichungen (10.) 
aber ist ■ 

«» «n «1« 

•te «jj »»• 

«» 0^ 

l»4l 0^ 

y2 Vi y* 

wo im Allgemeinen nur die Coefficienten von y], y|, y,yt verschwinden. Die 
Gleichungen (10.) geben also keine dem S^ysteme (7.) gemeinsame Lösung. 
Auch Überzeugt man sich leicht, dass die Lösungen der Gleichungen (10.) 
den Gleichungen (8.) nur einfach angehören, indem zwischen den Ditferenfialien 
der Grössen ^i„ Ja-, J-n keine Beziehung obwaltet. Es wird nAmlich, die 
Gleichungen (10.) vorausgesetzt: 

dJii = 2thtUnduM—t£^tdUii—i^dH^^^ 

dJn = 2«,4tti3rf«j4 — »urfn» — «»udll44, 

dJa = («14».'3 + «24»13)rf«S4— «14»24rf»33 — »lJ»23rf«4«. 

Die Determinantie der rechten Theile ist 

(»U»24-«^#l«)% 
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was im Allgemeinen nicht Null ist. Aus 

folgt also 

dusi =^ 0, duy^ = 0, du^ = 0, 

nnd also geben die Gleichungen (10.) nicht mehrfache Lösungen von (8.), 
wenn die Gleichungen (10.) nicht selbst Doppellösungen enthalten. Dies zeigt, 
dass die Gleichungen (10.) im Allgemeinen nicht mehr als {n—%y Lösungen 
der Gleichungen (8.) reprSsentiren können. 

2. Es bestehen die Gleichungen (11.)* in diesem Falle verschwinden 
ausser J^^ ^329 ^n noch einige andere Unterdetenninanten, ndmlich 

-^139 ^149 ^23 9 -^24 9 

und nur J^^^ J^^ J^ bleiben von Null verschieden. Auch diese Lösungen 
gehören also nicht dem ganzen Systeme (7.) an. Eliminirt man aus (11.) die 
Grössen Xi^ x^^ Xi^ x^^ so bleibt eine Resultirende, welche für die Coeffi- 
cienten jeder der Gleichungen vom (n— 2)^*^" Grade, und also für die Ooef«» 
ficienten von u^ also auch fttr Xy v<nn 4 («—2)^*''" Grade ist. Die Gteidnin«* 
gen (11.) ergebm also 4(ii— 2)' Werthsysteme der x. Aber dieselben kommen 
den Gleichungen (6.) nicht einfach sondern mehrfach zu. Bildet man ttimlMi 
die Differentiale von J^^ J^^i ^nr was etwa geschehen kann, indem man in 
6 die Grössen ys, gf« durch Null ersetzt, so dass 

wird, und d6 bildet, so kommt mit Hälfe der Gleichungen (11.) 
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= jrf«j-2%+^j 



«11 


»A 


»*.» 


Wjl 


.«M 


»« 


«Jl 


«K 


«M 



fl 



jfi )yj 

D« hier der erste Factor YOA,deji y unabhängig i«t, so sieht mao, dass die 
Diffprentialien, v«A></tM ^v, «^u, »epin die Gleichungen (11.) bestehen, sich 
nur duirdt mnen Factor' uotdrscbeiden; oder datt die Oberflächeit 

in jedem durch diu Betteha^ dei^ Gleichungen (11.) herbeigefakrlen Schmtt- 
punkte eine gemeintame Tangentenebene Anden. 

§. 4. 
Ueber die Anaahl töd Sebnittpunktev); welche hi einem Berühniogspunkte dreier 

Oberfl&cheQ zaMtiumefifallen.. 

Es entotehl hier diä Frage, ioie mel SehniUpunkte dreier Oberflächen 
durth einen gemeinsamen BerilhrungsptmlU ahsorbki werden. Zur Lösong 
dieser Fnage< gelangt man einfach auf folgende Weise. 

Ich denke mirein Jieliebiges dreiaxi^es Coordinat^isryslem, lege den 
Aifimgspunkt in den BerOhnihgspnnkt, und iiebniie-die gemeftisame Tangenten- 
ebene zur Ebene, der x. Sodann suche ich, wenn ti^^O, e=^0, «^ = die 
Gleichungen der gegebenen Oberflächen bedeuten, diejmigen Schnittpunkte, 
welche in der unmittelbaren Nfthe des Anfangspunktes liegen, oder diejenigen 
Lösungen jener Gleichungen, für welche x, y, z sehr kleine Werlhe erhalten. 
Mit Rficksicht hierauf aber kann man sich offenbar u^ e^ w in der Form 

denken : 

!u =i x+f {x,y,z) + '*' 

fj = x + (p(x^,y,z) + ''' 

w = x + f(x,y,z) + "r^ 

wo Z', (p, y homogene Functionen zweiter Ordnung von x, y, z bedeuten, 
und wo die höheren Ordnungen vernachlässigt sind. Bildet man hieraus die 
homogenen Gleichungen zweiter Ordnung: 

so erhalt man offenbar vier Werlhe \qn ~, — , und eine der Gleichungen 
(14.) ^iebt sofort 0? auf lineare Weise^ j , 
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Die Substitution aber der Ausdrücke (14.) für u, v, w bedeutet nichts 
anderes, als dass man für die drei Flächen drei Flächen zweiter Ordnung 
setzt, welche denselben möglichst nahe kommen. Nun schneiden sich drei 
Flachen zweiter Ordnung in acht Funkten, während so eben nur vier Schnitt- 
punkte gefunden wurden, deren Coordinaten von Null verschieden sind. Die 
vier übrigen Schnittpunkte müssen also in den Berührungspunkt gefallen sein. 
Diese letzteren kommen aber auch den ursprunglichen Oberflächen zu; und 
man hat also den Satz: 

Theorem 2. 

In einem Berührungspunkte dreier Oberflächen faUen im Allgemeinen 
eier Schmttpunkte derselben zusammen. 

§. 5. 

Fortsetzung der Untersuchung des §. 3. 

Ich nehme jetzt den Gang der früheren Betrachtungen wieder auf. Es 
ist oben bewiesen, dass die Oberflächen -^,i = 0, ^^^2 = 0, ^22 = 4(ii— 2)* 
gemeinsame Schnittpunkte haben, welche den Gleichungen (11.) entsprechen. 
Aber diese Punkte sind zugleich gemeinsame Berührungspunkte der Oberflächen^ 
imd gelten also für je vier Schnittpunkte. Die Gleichungen (11.) vertreten 
also 16(ii-2)^ Schnittpunkte der Flächen ^u = 0, -^« = 0, J^^O. 

Als Corollar zu diesen Untersuchungen kann folgende Bemerkung 
dienen. Durch eine Coordinatentransformation gehen die Ausdrücke ^u, ^229 
Jt2 in folgende Formen über: 

^^^ikPiPky ^^^nqiqhy ^^^ikPiqky ^ 

wo die py q beliebige Constanten bezeichnen, deren Werthe von der gewählten 
Transformation abhängen. Man hat also für diese Flächen den Satz: 

Theorem 3. 
Die drei Flächen 3 («-2)'"^ Ordnung 

^^^nPiPk = 0, 
SSJuqiqi, = 0, 
SSJi.piq, == 0, 

in welchen die p, q irgend welche Constanten bezeichnen^ berühren sich 
jederzeit in 4 («—2)' Punkten. 
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Dies Theorem hat auch eine einfache geometrische Bedeutung. Nimmt 
iqan die Polare des Punktes y in Bezug auf die Polare des Punktes s^ so 
gelangt man zu der Flache »—2*'*'^ Ordnung: 

(a.) 2:2unyiZk = 0, 

welche man die zweite Polare von y und ä, oder, wenn beide Punkte zu- 
sammenfallen, die zweite Polare dieses einen Punktes nennen kann. Rückt 
nun y auf der Ebene 

P = Piyi+P2y2+P3yi+p*y* = 0, 

z auf der Ebene 

Q = qi^i+q2^2+q3»3 + q4Si4 = 0, 
so kann man den letzteren Punkt, indem der erstere beliebig bleibt, stets so 
wählen, dass die Oberflächen (ö.), welche bei beliebigen, unendlich kleinen 
Verschiebungen von y, z entstehen, sich sämmtlich in den nämlichen Punkten 
X durchschneiden. Die Punkte x beschreiben dann die Fläche 3 (»—2)*" 
Ordnung 

^^^ikPiqk = 0, 
und man kann sie die zweite Polare der beiden Ebenen P und Q nennen. 
Fallen P und Q zusammen, so erhält man die zweite Polare von P, indem 
man auch y immer mit z zusammenfallen lässt. 

In Rücksicht auf diese Bezeichnung kann man aus dem ersten und 
Ritten Theorem folgendes ableiten: 

Theorem 4. 
Die zweite Polare einer Ebene P, die einer Ebene Q und die 
zweite Polare beider Ebenen gehen erstlich immer durch 10 (» — 2)^ be- 
stimmte Punkte^ die Knotenpunkte von ^ = 0; sie berühren sich zweitens 
immer in 4 («—2)^ Punkten. 
Nach einem bekannten Determinatensatz findet sich ferner leicht, dass die 
zweite Polare von P die Hessesche Fläche berührt; ebenso die zweite Polare 
von Q; und dass die zweite Polare von P und Q durch beide Berührungs- 
curven hindurchgeht. 

Es bleibt endlich der letzte Fall des §. 3 zu betrachten übrig. 
3. Es finden weder die Gleichungen (10.) noch die Gleichungen (11.) 
statt. In diesem Fall geben die letzten Gleichungen der Systeme (a.), (6.) sofort : 

^,3 = 0, J-2Z = 0, ^14 = 0, J24 = 0, 
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^0 auph J^O. In Folge dessen kann man aber den Systemen (a.)? (6) noch 
die Gleichungen hinzufflgen: 

««^33 + «44^34 = 0, U^^Ji. + U^Ju = 0. 

Da nun weder die Gleichungen (10.) noch die Gleichungen (11.) bestehen sollen, 
so folgt hieraus noth wendig: 

^33=0, ^34 = 0, .^44 = 0. 

Es ist also bewiesen, elass für alle Lösungen der tSleichungen 

welche nicht aus den Gleichungen (iO.) oder (11.) hervorgehen, sämmtHche Ja 
verschwinden. Es war aber die Gesammtzahl aller Lösungen 27(»--2)% die 
der aus (10.) entspringenden («—2)*, die der aus (11.) entspringenden 16(ii— 2)\ 
Sonach bleibt als Anzahl der gemeinschaftlichen Lösungen der Gleichungen 

27(ii-2)^-(ii-2)'-16(»-2)' = 10(«-2)\ 
Hierdurch ist das Theorem 1. bewiesen. 

§. 6. 

Bildung der Gleichung zehnten Grades, von welcher bei den Oberflächen dritter 
Ordnung die Aufsuchung der 10 Knotenpunkte abhängt. 

Es ist sehr leicht für Oberflichen dritter Ordnung die Gleichung zehn- 
ten Grades ^virklich aufzustellen, von welcher die Aufsuchung der betreffenden 
10 Knotenpunkte abhängt. Hierzu fahrt die Aufstellung derjenigen zugehörige^ 
Form, weldie gleich Null gesetzt, das Product der Gleichungen jener Knoten-* 
punkte in Ebenencoordinaten darstellt 

Es seien «i, «2, rs, «4 die Coordinaten einer, durch einen der 10 
Knotenpunkte o^i, a^, o^, 0^4 gelegten Ebene. Dann ist immer 

(15.) i?ia?i+«2a^+<?3^3 + «>4^4 = 0. 
Mulliplicirt man diese Gleichung mit den zehn Quadraten und Producten der x, 
so erhalt man 10 Gleichungen, welche linear sind in Bezug auf die 20 Pro- 
ducte XiXkXh. Für dieselben Grössen linear sind aber auch die 10 Gleichun- 
gen Jii, = 0. Eliminirl man also aus diesen 20 Gleichungen die 20 Unbe- 
kannten aj/a^Aü?/,/ 90 ist die resultirende Determinante die gesuchte Gleichung 
in «1, 17^, «3, «4, welche das Product der Gleichungen aller 10 Knotenpunkte 
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darstellt. Der linke Theil der Gleichung ist eine %ugehör]ge Form zehnter 
Ordnung von u und nothwendig in 10 lineare Factoren auflösbar. Es ist 
möglich, dass die gedachte zugehörige Form noch eine Invariante achter oder 
sechzehnter Ordnung als Factor enthalte, worüber hier nicht entschieden wer- 
den soll. 

Setzt man aber 

^1 = Oi + lbi^ t?2 = »2 + ^62, €3 = 03+^^39 €4 = 04+^649 
wo die a, b beliebige Constanten bezeichnen, so geht die soeben aufgestellte 
Gleichung in eine Gleichung zehnten Grades für k über. Da zugleich aus 
(15.) folgt: 

SO hat l eine einfache geometrische Bedeutung; es ist X proportional dem 
Yerhältniss der Abstände des gesuchten Knotenpunktes von zwei beliebig ge- 
wählten festen Ebenen, welche durch die Gleichungen 

QiX^+ihXi+chXy+a^x^ = 0, 
biXi+biX2+biXy+b^x^ = 
dargestellt sind. 

Diese Gleichung ist mit Hälfe einer Gleichung ffinflen Grades auflösbar. 

§. 7. 
Ueber die besondere Lage dieser l^otenpunkte und der entsprechenden Qeraden. 

Das fiifetiiersebe Pentaeder. 

Herr Steiner hat im 55^'*" Bande dieses Journals auf die besonderen 
Verhältnisse aufmerksam gemacht, denen diese 10 Knotenpunkte unterworfen 
sind. Auf dieselben Resultate bin ich sodann in der angefahrten Abhandlung, 
von der Transformation in die Summe von fdnf Guben ausgehend, gekommen. 
Ich werde aber im Folgenden eine einfache analytische Ableitung der be- 
treffenden Sätze geben, welche sich auf keine angenommene Transformation 
stützt, sondern direct von den Gleichungen (2.) und (7.) ausgeht, deren Zu- 
lässigkeit nachgewiesen wurde. 

Zunächst fallen ffir » = 3 die Oberflächen J=Q und i2=0, wie schon 
in §. 1 bemerkt wurde, zusammen. Die Oberfläche vierter Ordnung J = 
enthält also nicht nur jene 10 Knotenpunkte ^ sondern auch die 10 Geraden^ 
in welchen die diesen Knotenpunkten entsprechenden Pole liegen können. Aber 
die 10 Geraden erhalten noch eine weitere Bedeutung. 
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Es bezeiehne x' einen der 10 Knotenpunkte. Die Gleichung der Polare 
eines solchen Knotenpunktes ist dann 

^^tt'nXiX^ = 0, 

wo u'ik den Ausdruck bezeichnet , in welchen «/^ durch Einführung der Coor- 
dinaten x' übergeht. Diese Polare ist ein Ebenenpaar, da die aus den u^ zu 
bildenden Partialdeterminanten sämmtlich verschwinden sollen. Man kann also 
immer setzen: 

:s:SH[kXiXk = {aiXi+.a2X2 + a3X^ + a^x^){ßiXi+ß2X2+ßzXs+ß^x^). 
Für die Schnittlinie des Ebenenpaares verschwinden offenbar die Differential*- 
quotienten des linken wie des rechten Theils nach sfimmtlichen x genommen. 
Man hat also gleichzeitig die vier Gleichungen: 

(16.) uuXi+Ui2X2+UiiX^+Ui^x^ = 0, 

welche sich nothwendig auf nur zwei von einander verschiedene reduciren. Dies 
sind aber die Gleichungen der dem Knotenpunkte x' entsprechenden Geraden; 
und so hat man den von Herrn Steinet aufgestellten Satz: 



Theorem 5. 

Für eine Fläche dritter Ordnung zerfällt die Polare jedes der 10 
Knotenpunkte der Hesiescken Fläche in ein Ebenenpaar; und die Schnitt^ 
linie der Ebenen ist die nämliche Linie, auf welcher der Pol liegen muss, 
damit seine Polare einen Knotenpunkt in Jenem Knotenpunkte der Hesse-- 
sehen Fläche habe. 

Ich werde jetzt zeigen, dass auf den Geraden abermals Knotenpunkte 
von J = liegen. Man kann die Frage stellen, ob, wenn x' einen der 10 
Knotenpunkte darstellt, der durch die Gleichungen (16.) nicht völlig bestimmte 
Punkt X sich weiter so bestimmen lässt, dass für ihn selbst sämmtliche Ja, 
verschwinden, oder dass für ihn der Ausdruck 6 in (13.) unabhängig von den 
Werthen der y gleich Null sei. Um dies zu untersuchen, multiplicire ich die 
symmetrische Determinante 

«U «12 «13 Wl4 Vi 

fhi Un «fl3 «24 ^2 

= l«31 «52 «33 «S4 3^3 

«41 «« «ü «44 3f4 

Vi Vi Vi y4 
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ipit dem Quadrate der Determinante: 



D = 



wo die Grössen p, q, r beliebige Constanten bezeichnen, für welche D nicht 
verschwindet. Das Resultat kann dann bekanntlich wieder in der Form einer 
gymmetrisdien Determinante geschrieben werden, wie Herr Hesie gezeigt hat. 
Setzt man der Kflr^Ee wegen 

tfp = tfiPi+tfiP^+y^Pi+tfAP^^ w. s. w. 
80 bemerkt man, dass tix^^ und u^^p etc. wegen der Gleichungen (16.), die 
auch in ^er Form 

geschrieben werden können, verschwindet; und man erhalt: 

y^ 



(17.) 



0,D^ = 
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Die Gleichung^ (16.) vorausgesetzt, sind also sfimmtliehe Gleichungen 
^=::0 erfaUt, wenn die eine Gleichung 



(18.) 
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für irgend welche Werthe der p, q, r besteht. Eine Gleichung aber kann 
neben den zwei durch (16.) dargestellten Gleichungen sehr wohl erfüllt wer- 
den; und da die letzten Gleichungen für die x linear sind, (18.) aber von 
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der dritten Ordnimg, so giebt es drei Werthsysteme, welche diesen Glei- 
chungen genügen. Auf jeder der 10 Geraden giebt es also drei Knöte&t- 
punkte. Man bemerkt zugleich, dass in Folge der Gleichungen (16.) x' auch 
auf der dem Knotenpunkt x entsprechenden Geraden liegen muss; mithin auf 
allen drei Geraden, welche den aus den Gleichungen (16.), (18.) bestimmten 
Punkten x entsprechen. Und so hat man das von Herrn Steint herrührende 
Theorem : 

Theorem 6. 
Jede der 10 Geraden geht durch drei der 10 Knotenpunkte hindurch, 
und der s&u der^ Geraden gehörige Knotenpunkt Hegt im Schnitt der drei 
Geraden, welche den gedachten drei Knotenpunkten entsprechen. 
Man kann dabei bemerken, dass im Allgemeinen niemals einer der 10 Knoten- 
punkte selbst einer derjenigen Knotenpunkte ist, welche der ihm entsprechenden 
Geraden angehören. Denn wäre etwa x' ein solcher Knotenpunkt, so könnte 
man in dem vorhergehenden x = x' setzen. Daniji aber reducirten sich die 

Gleichungen (16.) auf 

Ui = 0, 

d. h. die Oberfläche dritter Ordnung mflsste selbst einen Knotenpunkt haben. 
Und ferner: Es kann niemals eine der 10 Geraden zugleich einen Knoten^ 
punkt und einen derjenigen Punkte enthalten, welche auf der ihm entsprechen-- 
den Geraden liegen. Dies Letztere sieht man folgendermassen ein: Sei einer 
der Knotenpunkte bekannt, so wie die ihm zugehörige Gerade. Man kann dann 
das Coordinatentetraeder so wählen, dass für den Knotenpunkt Xi=X2=X3=0!, 
für die entsprechende Gerade x^ = x^ = 0. Nun kann man ferner die Glei- 
chungen 

^ik = 

ersetzen durch die 10 Gleichungen 

(19.) ua = a:ß,+ßia,, 
wo die a, ß Constante bedeuten, und 

ctiXi-^- ctiX2']r ^z^i'\' ^^^^ = 0, 

die Gleichungen der Ebenen sind^ in welche die Polare des aus (19.) ge^ 
fundenen Knotenpunktes zerfällt, und deren Durchschnitt die ihm entsprechende 
Gerade ist. Füi* die vorliegende Annahme muss man also haben 

«1 = «i = /?! = /^J = 0, 
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und hienach führen die Gleichungen (19.) auf die weiteren Bedingungen, welche 
der gewählten Lage des Coordinatensystems entsprechen: 

1*114 = tf|24 = «134 = fli44 = «224 = ^234 == ^44 = 
|l33^ = 2a3/?3, ll444 = 2a4/94, 

Sucht man jetzt die auf der Linie 0:3 = 0, 0^4 = gelegenen Knotenpunkte, 
so findet man dieselben sofort (indem alle anderen J^ zusammen mit tiu, «34, 
ti34, ti44 verschwinden) aus der cubischen Gleichung: 

Unii^i+UmX2 fin2Xi+UtxiX2 UuiXi+UmXz 

-^44 = 0= Uit2Xi + UmX2 Ui22Xi + U2nX2 «123a?i + tt223a^ ; 
VmXi+Ui2iX2 Ui2jXi + fh22X2 filViXi+U2^X2 

was zur Bestätigung des Vorhergehenden hier angefahrt sei. Soll aber eine 
der zehn Geraden einen der aus dieser cubischen Gleichung entspringenden 
Punkte mit dem Knotenpunkt a?i = 0, 0^2 = 0, 0:3 = verbinden, d. h. soll 
einer der dieser Gleichung entsprechenden Punkte (x) auf der zu einem der 
andern (x) entsprechenden Geraden liegen, so muss man die Gleichungen 
haben (nach (2.)): 

UuiXix[+Ua2{xiX2+X2Xi)+Ui22X2Xi = 0, 

«2ilXiXi + U2niXiX2 + X2Xi)+U2rtX2X2 = 0, 

thnXix[+Uin(XiXi+X2x[)+UmX2Üih = 
oder 

•'lll ^112 ^122 

•^11 ^^12 •'222 = 0, 

•^311 •b« ^hn 
was im Allgemeinen nicht erfQllt ist. 

Die angefahrten Bemerkungen gestatten nun eine genauere Einsicht in 
die gegenseitige Lage der 10 Punkte und der 10 Geraden. Auf den durch 
irgend einen Knotenpunkt a gehenden Geraden liegen im (Sanzen 7 Punkte. 
Nach dem Vorigen kann die zu a gehörige Gerade a keinen dieser 7 Punkte 
enthalten, sie enthält also die noch übrigen drei Punkte b, e^ d. Diesen 
Punkten mögen in derselben Folge die durch a gehenden Geraden ß, ^, 9 
entsprechen. Durch b, c, d gehen noch je zwei andere Gerade, welche noth- 
wendig zu zweien auch durch die ausser a auf ß, y^ d liegenden Punkte 
gehen. Aber die durch 6 gehenden Geraden, welche den auf ß liegenden 
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Punkten entsprechen, dürfen nicht die Linie ß selbst treffen; jede dieser 
^ Geraden geht daher durch einen Punkt in y und durch einen in cJ, dergestalt, 
dass beide zusammen beide Punkte von y und beide Punkte von d treffen. 
Ebenso müssen die durch c gehenden Geraden die Punkte von ß und d, die 
durch d gehenden die Punkte von ß und y treffen. Man bemerkt, dass auf 
diese Weise drei vollständige Vierecke entstehen, gebildet aus je zweien der 
Geraden ß, y, d und aus je einem der durch b, c, d gehenden Paare. Ausser 
diesen existiren noch zwei vollständige Vierecke in der Figur; sie gehen 
durch a, und enthalten von den durch 6, c, d gehenden anderen Geraden immer 
je eine. Die Ebenen dieser fünf Vierecke bestimmen völlig die Figur; und 
sie geben sofort den Satz von dem Sleinerschen Pentaeder: 

Theorem 7. 
Die iO Knotenpunkte sind die Ecken eines vollständigen Pentaeders^ 
und die 10 Geraden die Kanten desselben; und zwar so, dass einem 
durch drei Ebenen bestimmten Punkte diejenige Gerade entspricht, welche 
durch die anderen beiden Ebenen bestimmt wird. 

Dies Theorem dient unter Anderem dazu die verschiedenen Fälle zu 
erkennen, welche bei der Gleichung zehnten Grades in Bezug auf die Realität 
der Wurzeln eintreten können. Die fünf Pentraederflächen sind, die Coeffi- 
cienten von u als reell vorausgesetzt, entweder sämmtlich reell, oder es sind 
zwei derselben conjugirt imaginär oder endlich zwei Paare conjugirt imaginär. 
Demnach sind von den Pentaederecken entweder alle reell oder vier reell 
oder zwei reell; dasselbe gilt von den entsprechenden Kanten. Bei den 
Wurzeln der Gleichung zehnten Grades können daher auch im Allgemeinen 
keine anderen Fälle eintreten, als dass alle reell sind oder vier oder endlich 
zwei derselben. 

Bezeichnet man, wie ich früher gethan, die Ebenen durch 1, 3, 3, 4, 5, 
ihre Schnittlinien durch je zwei, ihre Schnittpunkte durch je dbei Zahlen, so 
hat man demnach folgende Punkte und entsprechende Geraden: 

123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 
45 35 34 25 24 23 15 14 13 12. 

§. 8. 
Eigenschaften der Gleichung zehnten Grades. 

Die im vorigen Paragraph ausgesprochenen Sätze enthalten ebensoviel 
Eigenschaften der Gleichung zehnten Grades, welche in §. 6 aufgestellt ist. 

Journal far Mathematik Bd. LIX. Heft 3. 27 
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Die Wurzeln dieser Gleichung seien, dem Vorigen entsprechend, durch 

2123 2124 2125 2*^4 jlSS 2^*5 2^34 2^35 2^^ 2^** 

A, " ^ 9 ^ 9 ? 9 9 ^ 

bezeichnet. Zwischen diesen Wurzeln bestehen dann gewisse Beziehungen^ 
welche leicht zu entwickeln sind. 

Die in §. 6 aufgestellte Gleichung vom 10*^" Grade sei 
(20.) F{k) = 0. 
Aus dem System, dessen Eliminationsresultante F ist, folgt aber zugleich 

(21.) !ix, = f,{l\ ,ux2=f2W, fix^=fz{V), //X4 = A(A), 
wo fi einen unbestimmten Factor bedeutet, der für jeden der 10 Punkte 
einen anderen Werth erhalten kann. Die Functionen f kann man immer so 
wählen, dass sie ganz und vom 9**" Grade für i sind, so wie endlich, dass 
sie der identischen Gleichung genügen 

F = {aJ,+a2r2+a,r,+aJ,) + X{bJ, + b2f2+b,r3 + hf,), 

was übrigens für das Folgende unerheblich ist. 

Seien nun i', i", i'" Wurzeln, welche drei auf einer Geraden liegen- 
den Funkten angehören, l die Wurzel, welche dem der Geraden entsprechen- 
den Punkte angehört. Es ist oben gezeigt^ dass dann zwischen den zu einem 
der X\ X'\ X'" gehörigen Coordinaten zwei lineare und eine cubische Gleichung 
dtattfittden, deren Coefficienten nur von den zu X gehörigen Coordinaten ab- 
hängen. Verbindet man etwa die zu A' gehörigen drei Gleichungen mit der 
Gleichung 

= (aix[+a2X2+aiXi+{hx^) + l'{biXt + b2a>2+b3ai + b^x^) 
und eliminirt xi, jjj, xi, oji, so erhält man für X' eine cubische Gleichung, 
deren Wurzeln offenbar X'^ A", X"' sind. Die Coefficienten der Gleichung 
hängen von den zu X gehörigen Coordinaten oder vielmehr nur von ihren 
Verhältnissen ab, und lassen sich also mit Hülfe der Gleichungen (21.) durch 
X ausdrücken. Man kann also sofort die einfachen und daher überhaupt alle 
symmetrischen Verbindungen von X'^ A"^ X'" als rationale Functionen von X 
darstellen. Und dies giebt den Satz: 

Theorem 8. 
£f giebt 10 Combinationen der 10 Wurzeln der Gleichung (20.) zu 
dreien y dm$$ jede rationale symmetrische Ftmction solcher drei Wurzeln 
sich thrch eine bestimmte vierte Wurzel ausdrucken lässt 
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Es lisst sich nämlich ausdräcken jede symmetrische Function 
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IMes erlaubt z. B. sofort eine Gleichung 10*^" Grades aufzustellen, deren Wur- 
zeln irgend welche derartige symmetrische Functionen sind. Denn wird die 
symmetrische Function, welche beliebig gewählt werden kann, durch (p be- 
zeichnet, so hat man immer 

y(A*«, X''\ i"*) = ip{l^) etc., 

wo yj eine rationale Function ist ; jede symmetrische Function der 10 Werthe, 
welche (p für die obigen 10 Combinationen annimmt, ist also eine symmetrische 
Function aller Wurzeln, und also durch die Cocfficienten der gegebenen 
Gleichung ausdrfickbar. Man kann daher auch die Cocfficienten einer Gleichung, 
deren Wurzeln diese 10 Werthe sind, durch jene Cocfficienten ausdrücken. 

Bezeichnen wir die oben erwähnte cubische Gleichung, deren Wurzeln 
k', V\ A'" waren, durch: 

so besteht offenbar eine ähnliche Gleichung, welche ebenfalls ^ zur Wurzel 
hat, für jedes i^ dessen entsprechende Gerade durch den zu V gehörigen 
Punkt geht. Solcher Geraden giebt es drei; sind l^ Ai, ^2 die ihnen ent- 
sprechenden Wurzeln, so hat man also auch: 

i'^~A'XA0+iX^2)-;c(^2) = 0. 

Aus denselben bestimmt sich nothwendig V vollständig, da es nur einen Punkt 
giebt, welcher auf den drei zu i, Aj, X^ gehörigen Geraden liegt. Man kann 
also die vorstehenden drei Gleichungen nach l! ^ >t'^^ }!^ auflösen, und erhält, 

27* 
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indem man im Zähler und Nenner des Werthes von JJ den Factor 

aufhebt: 

wo S2 eine rationale symmetrische Function ist. So. hat man noch das zweite 

Theorem : 

• 

Theorem 9. 
Jede Wurzel der Gleichung (20.) ist eine rationale symmetrische 
. Function von drei anderen. 

Die Combinationen sind die nämlichen wie zuvor. 

Zu diesen Eigenschaften, welche aus der Betrachtung des Pentaeders 
fliessen, treten andere, welche nur daraus entspringen, dass immer drei 
Knotenpunkte auf einer Geraden liegen. Es seien x'^ x" irgend zwei Kno- 
tenpunkte auf einer Geraden; die Coordinaten des dritten auf derselben Linie 
befindlichen sind dann x'ar/+;f"a?J'. Betrachtet man nun die Function Ö, 
welche einen Knotenpunkt charakterisirt , sobald sie unabhängig von den 
Werthen der y verschwindet, so verschwindet offenbar dieselbe sowohl für x' 
als für x\ und sie muss endlich auch für ;f'ar' + ;f"ar" verschwinden. Be- 
zeichnet man also durch &^ 0" die Ausdrücke, in welche für die ersteren 
beiden Punkte übergeht, so wird die Bedingung dafür, dass für y!x*^x**x'* 
verschwinde, 

oder 



X' 



* * dx'i^ 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 10"" Grades, vrelche diesen Punkten 
entsprechen, so ist also 

, x' Ca. x', +a,x', + a, a;; -j- g. a:^) + x" (a. x'j + «, x',' + a, x'j + a, <) 

*■ - x» (6. X . + 6. x; + 6. x\ + b, x\^ + X" (6, x'i + 6. x'^ + 6, < + 6, x",) 

-äi«o„a;„.^.x. -5-77 ii^a^x^.S.Xi^ 



2.^b^x^.2^Xf,-^^-£„b„x„.2;,x^-ö^ 
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Zähler und Nenner rechts sind sowohl in Bezn^ auf die x' als auf die a?" 
homogen vom zweiten Grade. Der rechte Theil ist also als eine symmetrische 
Function von k', k" darstellbar, und zwar ist sowohl Zähler als Nenner eine 
solche, jedesmal multlplicirt mit k'—X", was im Resultat sich aufhebt/ Da 
nun jeder Knotenpunkt auf drei Geraden liegt, so ist jede Wurzel dreimal 
als dieselbe symmetrische Function von zwei Wurzeln darstellbar ; es ist z. B. 
V'' dieselbe symmetrische Function von l''*, iP\ von i}^, A»^ und von X^\ )?^. 
Führt man aber dies in das Theorem (9.) ein, so zeigt sich, dass jede Wurzel 
sich auch noch dreimal als eine andere symmetrische Function von zwei 
Wurzeln darstellt; so A"' als Function von A^*", A""*, von i}"", X^ und von 
^246^ ^346 Und auf diese Weise hat man also noch das Theorem: 

Theorem 10. 

Jede Wurzel der Gleichung 10*^" Grades, welche einem bestimmten 
Knotenpunkte entspricht, lässt sich dreimal als dieselbe symmetrische Function 
solcher zwei Wurzeln darstellen, deren entsprechende Punkte mit dem 
ersten auf einer Geraden liegen; und femer dreimal als eine andere sym- 
metrische Function zweier solcher Wurzeln, deren entsprechende Punkte 
auf der dem ersten angehörigen Geraden liegen. 

§. 9. 

Auflösung der Gleichung 10**" Grades mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades. 

Aus dem Theorem 8. ergiebt sich die Reduction der Gleichung (20.) 
auf eine Gleichung fünften Grades und die völlige Auflösung der ersten mit 
Hülfe der letzten. 

Es bedeute (p eine symmetrische Function mit 4 Argumenten, und sei 
sodann : 

y, = q>{X^\ i?'\ l^^, A^O, 

\y2 = 9(i^^ ^"S ^^^ k^), 

(22.) Sf3 = q>{k^'\ V\k'^,k^^), 

, = (p(A«^ k^^\ i"^ k-^n. 

so dass jedes y nur diejenigen k enthält, in denen der Index des betreffenden 
y selbst nicht vorkommt. 
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Mit Hülfe des Theorems 8. kano man jedes y transformiren. Be- 
trachten wir 8, B. yi. Dies kann man ansehen als symmetrische Function 

1) von A^, i^' und zugleich von iL'«, i^, 

2) von l^^, V"^ und zugleich von A^, ;l^, 

3) von A'^ i?^ und zugleich von i'^, A^^. 

Aher nach dem achten Theorem ist jede symmetrische Function von i^*, 
}P^, i"' durch V^\ jede symmetrische Function von A'^, X^, iL*« durch iL''' 
ausdrückbar ; oder, was dasselbe ist, jede symmetrische Function von A'^, A^ 
unsymmetrisch durch l^^^ A^^', und dieselbe symmetrische Function von )?^^ l^ 
ebenso durch A"% A**^ Nach der Anschauungsweise 1) wird oho yi eine 
symmetrische Function von i^'^ i''\ Ebenso nach 2) von i^*, A*''^ nach 3) 
von i'", A'**. Es ist also, wenn £1 eine rationale symmetrische Function 
gezeichnet: 

Daraus folgt 

Ganz ebenso kann man die anderen y behandeln und erhält: 

3y? = i2-(i"^0+i2-(A"^,A^^)+i2*(;L'^0. 
3yJ = /2-(A"\A*^')+i2*(A"^0+^(>^'^>^'*'). 
3y; = /2''(A^'^i'^)+ß"(i'^i'^)+i2*(;L*",;L^*), 
3j/; = i2-(i''^Ä'**)+i2-(X»*,i'^)4-ß-(i'*^,i'^). 
Addirt man die erhaltenen Gleichungen, so hat man: 



Aber nach Theorem 8. wird auf der rechten Seite dieser Gleichung die erste 
Horizontalreihe eine Function von i"' allein, da sie eine symmetrische Function 
von A***, Ä'*% l^ ist. Ebenso verwandelt die zweite Reihe sich in dieselbe 
Function von V^^ allein, u. s. w. Die ganze rechte Seite ist also auf rationale 
Welse durch die Coefficienten. der gegebenen Gleichung ausdrückbar und so- 
nach bekannt. 

Diese Betrachtungen zeigen, dass die Potenzsummen der y sich immer 
durch bekannte Grössen ausdrücken lassen, welches auch die Function ip sein 
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mag; und man kann daher immer eine Gleichung fünften Grades 
(23.) f{y) - y'-^Ay'+Bf/'^Cy'+Dy-ß 

aufstellen, deren Wurzeln yi, ^2^ y^^i ^4^ ys sind. 

Ich werde nun zeigen, dass nach Auflösung dieser Gleichung sämmt- 
liehe Wurzeln k der Gleichungen zehnten Grades als bekannt angesehen wer- 
den können. 

Man kann nämlich sofort fünf Gleichungen bilden: 

!X*^a,X'+l),k'-y,X + ^, ^ 0, 
(24.) lX-a,i?+ß,i}^y,l+d, ^ 0, 

deren Wurzeln respective sind: 



(25.) 



Denn um 2. B. die a zu berechnen, hat man nur folgendermasiäen zu ver- 
fahren (ygl. AM, dieses Journal Bd. 4, p. 137). Man bildet die Summe 

Jedes dieser fünf Glieder ist eine symmetrische Function derselben Art, wie 
im Vorigen (p; die Summe drückt sich daher ganz wie im Vorigen die Summe 
aller y" durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung aus; und man hat 
also die Gleichungen : 

a,, = «1 +«2 +«3 +«4 +«*, 

«1 = aiyi+«2y2+«3y3+«4y4+«5»5, 



i««. 


2 235 

^ 9 


0245 
^ 9 


A- 


x^, 


^ 9 


^'«, 


l^. 


X- 


X"\ 


A'«, 


i- 


i"'. 


125- 
"' 9 


^•», 


)?^\ 


i»". 


2124 
^ 9 


A'", 


r". 



«4 = «iyl+«2y2+a3y5+«4!^+«5yJ9 

wo die linken Seiten sich immer durch bekannte Grössen auf rationale Weise 
auddrOdien lassen. Diese Gleichungen genügen, um die a durch die y tMd 
durch die CoefBcienten der gegebenen Gleiehnng zu bestimmen, j* selbst, 1ftf6 
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Abel a. a. 0. zeigt, um «i durch yi, «^ durch ^2 u. s. w. auszudrücken. Auf 
gleiche Weise findet man die /?, y etc. aus ähnlichen Systemen, und man 
kann, wenn alle Wurzeln der Gleichung (23.) bekannt sind, sämmtliche Glei- 
chungen (24.) bilden; eine derselben, wenn nur eine Wurzel von (23.) be- 
kannt ist, zwei, wenn zwei Wurzeln bekannt sind, u. s. w. Man ist inzwischen 
um so mehr berechtigt, statt einer Wurzel sämmtliche Wurzeln von (23.) als 
bekannt anzunehmen, da nach Auffindung einer Wurzel die anderen durch 
algebraische Operationen erhalten werden. 

Man bemerkt aber, dass je zwei der Gleichungen (24.) eine, und nur 
eine, gemeinsame Wurzel haben. Verbindet man also je zwei dieser Glei- 
chungen und erniedrigt immer den Grad der einen mit Hülfe der anderen, 
bis man zu einer Gleichung ersten (irades gelangt, so erhält man sämmtliche 
Wurzeln der Gleichung zehnten Grades. Und man hat zugleich folgendes 
Theorem erwiesen: 

Theorem 11. 

Wenn man die Wurzeln einer Gleichung zehnten Grades durch die 
Bezeichnung 

3123 2124 2*25 0134 nWS j 145 2234 2236 2^45 2345 

^ y i\r ^ 5 ^ y 9 9 9 9 

dar stellt y und dann jede symmetrische Function dreier Wurzeln, welche 
zw ei Indices gemein haben, sich als rationale Function derjenigen Wurzel 
ausdrücken lässt, welcher die den ersten Wurzeln nicht gemeinsamen Ith- 
dices derselben zukommen, so führt die Auflösung der gegebenen Gleichung 
nur auf eine einzige Gleichung des fünften Grades. 

§. 10. 

Sätze über das Steinersche Pentaeder. 
Sind X, X, x" drei Knotenpunkte, welche auf der nämlichen Geraden 
liegen, so hat man nach (19.) folgende Gleichungen, deren jede ein System 
von zehn Gleichungen darstellt: 

Utk = o!iß\ +Ä«i, 

ulk = «• /5^+/?/ «A, 
wo die a, ß die Coordinaten der drei Ebeuenpaare sind, in welche die Po- 
liüren der Punkte x^ x\ x*^ zerfallen. Da nun diese Punkte auf einer Geraden 
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liegen, so giebt es immer Factoren fi, n\ ,u", so dass für jeden Index i 

Die Uik sind lineare Functionen der x; es ist also auch immer dann 

fiUik+fi:uik + t^"uik = 0. 
oder 

.t^(«,Y:?A+/?/«A)+^'(«:-Ä+/?:-«;)+.u''(«;/Ä^ = o. 

Multiplicirt man endlich diese Gleichung mit den laufenden Coordinaten XiXj^y 
und summirt nach i und k^ so erhält man: 

(26.) ^iAB+,u'ÄB'+,u''Ä'B" = 0, 
wo 

B = ß,X,+ß,X,+ß,X,+ß,X, = 0, u. s. w. 

die Gleichungen der Ebenen sind, in welche die Polaren zerfallen. 

Die Gleichung (26.) muss für alle Werthe der X bestehen; sie drückt 
also eine Eigenschaft aus, welche der gegenseitigen Lage der sechs Ebenen 
zukommt. In der That kann man immer in Folge der Gleichung (26.) drei 
lineare Ausdrücke E, E\ E" so bestimmen, dass 

iAB= fi' E'''-u''E'', 
(27.) }a'B' = ,u"E' -u E"\ 
U"5" = fji E'^-fi'E^^ 
oder man kann setzen: 

LA = £" iu! + K iiJ\ B = £" ]/a' - E }/.u", 

(28.) \ä ^E ifi^' + E'ifi , B' =E |y'-£"|/a , 

[Ä' = E' ]fiLL +E ii^ , 5" = E' iti -£ >y . 

Um die Formeln (27.) einzusehen, darf man nur erwägen, dass die sechs 
Ausdrücke A, B, welche gleich Null gesetzt Ebenen ergeben, die sich in 
einem Punkte durchschneiden, sich deshalb nothwendig durch drei lineare 
Ausdrücke E darstellen lassen. Als solche kann man diejenigen wählen, 
welche, gleich Null gesetzt, Ebenen darstellen, die durch je zwei Doppellinien 
der drei Ebenenpaare hindurchgehen. Dann wird A.B Function von E\ J5" 
allein, Ä.B' von E'\ E allein, Ä\B'' von E, E\ Die Gleichung (26.), 
welche für die E identisch sein muss, lehrt dann, dass die Producte der E 
nicht vorkommen dürfen, und zeigt ferner sogleich, dass die absoluten Werthe 
der Coefficieuten der E sich den Gleichungen (37.) gemäss bestimmen lassen. 
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Da die Ebenen E durch je zwei der 10 Geraden gehen, so siqd sie 
nichts anderes als die Pentaederflachen, welche hinfort auch als Ebenen E 
bezeichnet werden mögen. Die Gleichungen (28.) aber beweisen das Theorem 
des Herrn Steiner: 

Theorem 12. 
Die Ebenenpaare, in welche die Polaren der 10 Knotenpunkte zer- 
fällen, bilden immer mit den zwei durch ihre Schnittlinie gehenden Penr- 
taederflächen harmonische Büschel, 

Herr Steiner sagt in der mehrfach angeführten Abhandlung, dass zwi- 
schen diesen Ebenenpaaren noch fernere geometrische Beziehungen eintreten, 
ohne dieselben anzuführen. Ich werde im Folgenden solche Beziehungen an- 
geben, welche sich leicht vermehren lassen, und welche vielleicht die von 
Herrn Steiner angedeuteten Verhältnisse berühren. Zuvor bemerke ich nur, 
dass sich die absoluten Werthe der Coefficienten der E, so wie der x, so 
bestimmen lassen, dass in den Gleichungen (28.) nur Summen und Differenzen 
der E erscheinen. Setzt man dann 

(29.) E''^ = c^^x, + cfx^ + cTx,-\-cfx,, 
so erhält man die Gleichungen (aus (19.)) 

^n'\\o''^ = c^*^c^*^-c?^c^'\ 

j ik i k i k ' 

rk I. k i k ^ 

ik I k t k ^ 

ttlf.a'" = c(^>ci'>-c('>cf , 

/* I k t k ^ 

.35 135 ^ c<*'ci*>-C<'>C</>, 

ik I k i k ^ 

iK I k I k ^ 

ik , t k i k ^ 

ik t k t k ^ 

ik t k I k ^ 

ik I k t k 

Diese Gleichungen, in denen die o constante Factoren bedeuten, und wo 

(31.) xfy = -xf^'y etc., 
sind so gebildet, dass in dem Schema 

tk t k I k 



(30.) 
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immer a, ß^ y, d^ e eine positive Perrautation der Reihe 1, 2, 3, 4, 5 bildet. 
Es ist sofort klar, dass einige der Gleichungen (30.) vermöge einer passenden 
Bestimmang der absoloten Werthe der c angenommen werden dürfen: etwa 
die erste, zweite, vierte und achte. Die anderen Gleichungen folgen dann 
sofort aus diesen, wenn nur die Bedingungen, dass 10 mal drei Punkte x auf 
einer Geraden liegen sollen, durch die Gleichungen dargestellt werden: 

(32.) a''^y.xf^+(f^\xf^ + a''^'.x?^' = 0. 

Es ist nur die Frage, ob die Factoren a diesen Gleichungen gemäss bestimmt 
werden können. Nun kann man immer die absoluten Werthe der x so be- 
stimmt denken, dass die Gleichung 



(33.) 



t t t 
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•5j 


«4 


c1 


c? 


et 


et 
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cf 
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^\ 


'^l 
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"I 



= 



unabhängig von den Werthen der s erfüllt ist. Diese Annahme erfüllt zn> 
gleich die Bedingung (31.), dass durch Vertauschung zweier Indices die Coor- 
dinaten eines Punktes x ihr Zeichen ändern sollen. Die Gleichungen (32.) 
reduciren sich dann darauf, dass die Gleichung 

unabhängig von den Werthen der z erfallt sein soll. Dies geschieht, indem man 

(34.) <f^ = r'.i^.rr 
setzt, und die Verhältnisse der r aus den Gleichungen bestimmt: 



(35.) 



-.C^>J^) I ^C3) (3) 



(♦) ^c*) 



(») CS) 



r'^WcY'+T'''crwcrW(i'' = 0, 



wodurch denn sowohl die Zulfissigkeit der Form (30.) erwiesen, als die Be- 
stimmung der a der Annahme (32.) gemAss geleistet ist. 

28* 
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Durch die vorliegenden Betrachtungen sind, wie man erkennt, die ab- 
soluten Werthe der x bis auf einen (in den t enthaltenen) allen gemeinsamen 
Factor fixirt; und ebenso können die c nur noch die Quadratwurzel dieses 
Factors enthalten.^ 

Die Polare von x"^^ geht in der vorliegenden Form in 

über, oder die Ebenen, in welche sie zerfällt, sind 

Sie sollen die Ebenen F genannt werden. Bezeichnen wir dann noch re- 
specUve als Ebenen G, H, J diejenigen, deren Gleichungen in den Formeln: 

r^'^±r^*^±r<*>±r^-> = o, 

7^(1) j- 7^(2) ^J'(3)^Jt(4)^jT(5) __ Q 

enthalten sind, so sieht man sehr leicht die Sätze des folgenden Theorems ein, 
welche sich übrigens nach Belieben vermehren und fortsetzen lassen: 

Theorem 13. 
Solche sechs Ebenen Fy in welche die Polaren dreier auf einer 
Geraden lieffenden Knotenpunkte zerfallen, schneiden sich eiermal zu drei 
in einer Geraden f Dieser Geraden f giebt es 40; jede Ebene F enthält 
drei Paare derselben. Verbindet man zwei solcher durch eine Gerade f 
gehenden Ebenen F zu zugeordneten eines harmonischen Büschels, so geht 
die der dritten zugeordnete vierte harmonische immer durch eine von 60 
Geraden g, in welcher die mit der dritten in einer Polare vereinigte Ebene 
F von der durch die Doppellinien derjenigen Polaren gelegten Pentaeder- 
fläche geschnitten wird, welche in den beiden einander zugeordneten 
Ebenen des harmonischen Büschels liegen. 

Diese 60 Geraden g liegen zugleich auf den 40 Ebenen G, jede auf 
zweien derselben; immer vier der Ebenen G gehen durch jede Ecke des 
Pentaeders; und je zwei solcher vier, welche in einer Geraden g sich 
mit einer Ebene F und einer Ebene E durchschneiden, bilden mit den- 
selben ein harmonisches Büschel. 

Die Ebenen G werden ausserdem von den Ebenen E in 80 Geraden 
h geschnitten, durch weldie ausserdem noch immer zwei der 40 Ebenen 
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H gehen; und vier so durch eine Gerade h gehende Ebenen bilden immer 
ein harmonisches Büschel. 

Es schneiden sich 180 mal zwei Ebenen G in einer Ebene F. Die 
eierte harmonische zu solchen drei Ebenen geht immer durch eine f)on 60 
Geraden i^ in welchen sich zwei Ebenen H mit zwei Ebenen F schneiden; 
und zwar gehen durch jede Gerade i vier Ebenen der gedachten Art, 
welche zugleich immer mit einer Ebene H und den beiden Ebenen F auf 
passende Weise verbunden ein harmonisches Büschel bilden; auch bilden 
die zwei Ebenen F immer mit den zwei Ebenen H selbst eift harmonisches 
Büschel. Die Geraden iy f bilden mit den Kanten des Pentaeders das 
vollständige System von Schnittlinien der Ebenen F. 

Die Ebenen H werden von den Ebenen E noch (ausser h) in 40 
anderen Gereden k geschnitten, welche zugleich 40 von den Durchschnitts- 
linien der 16 Ebenen J sind; und zwar bilden solche durch eine Gerade 
h gehende vier Ebenen immer ein harmonisches Büschel. Diese Ebenen 
J durchschneiden sich ausserdem noch in 80 Geraden l, deren jede zu- 
gleich einer der Ebenen F und einer der Ebenen G angehört, welche 
dann mit den durch die Schnittlinie gehenden Ebenen J ein harmonisches 
Büschel bilden. Auf jeder Ebene F liegen vier, auf jeder Ebene G zwei 
dieser Geraden. 



§. 11. 

Darstellung einer homogenen Function dritter Of^clnung mit vier Veränderlichen 

als Aggregat von fünf Guben. 

Von den Gleichungen (30.) aus gelangt man sehr leicht zu der Dar- 
stellung der Function u als Aggregat von fflnf Guben. Bestimmt man fünf 
Grössen w so, dass sie der Gleichung 

-CO 



(36.) 2;z^'^w^'^ = 
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unabhängig von den Werthen der z genügen, so kann man den Gleichungen (30.) 
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mü Rücksicbt auf (34.), (35.) die Form geben: 



(37.) 



m. 



«lU ^ik2 «/Ä3 W/U 









er 



er' 
er' 



(4) (5)/ (4) (4) (5) (5)>. 

= W W {Ci Ck —Ci'Ci ) 



u. s, w. 

wo 171 einen unbestimmten Factor bedeutet. 

Sieht \nan in diesen Gleichung^en, welche, obwohl sie an Zahl die 
der Grössen c bei weitem übertreffen, nach dem Vorigen neben einander be- 
stehen können, die Grössen c ials bekannt, die u als unbekannt an, um diese 
durch jene auszudrücken, so erkennt man sogleich, dass Unf, sich immer als 
lineare Function der Ci.ct darstellen muss. Aber ebenso muss es eine lineare 
Fimction der Ci.Ch und eine lineare Function der Ct^c^ sein; bei der ersten 
Darstellung können die Coefficienten nur noch von dem Index h, bei der 
aiweiten von dem Index k, bei der dritten von dem Index • abhängig sein. 
Dies ist nicht anders möglich, als wenn nah die Form annimmt: 

(38.) ^nn = -^„(»Ocj^ci-'c^i. 

Allerdings könnten noch Terme umf, möglicher Weise hinzutreten, welche 
dann die Eigenschaft hatten, an Stelle der unf, in (37.) eingesetzt, die linke 
Seite verschwinden zu machen. Aber dann müsste jede der Ebenen 

durch jede der Pentaederecken gehen, was offenbar nicht möglich ist. Die 
Coefficienten u^s müssen also die Form (38.) annehmen, in welcher nur die 
Coefficienten ^ zu bestimmen bleiben. 

Ffthrt man die Ausdrücke (38.) in die Gleichungen (37.) ein, so er- 
hält man: 
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u. s. w. 
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oder, mit Rücksicht auf (36.): 

Diese Gleichung muss für alle Werlhe von t und k bestehen; es folgt also: 

und überhaupt: 



* ^»^♦^ ^<*>J*) -^^*^ !..<*) J^>^(*5 -^^*^ tr^*)wl5) , (4) (4) (5) (5)v 

— p .c, C;^ .w +p e, Ca .IT = — - — (C/ Ck —Ci Ck ;. 



(4, «?^*^ (5i «^^'^ 
— D^*' = , — dC5)_ U.S.W. 



^ m 

Aus der Gleichung (38.) erhält mau somit, indem wirklich allen Gleichungen (37.) 
genügt ist: 

1 ^ ia) Ja) («) Ja) 

Uikh = -"^•-^««^ ^; Ck Ch . 
Wenn man niin mit Xi, Xky x^ multiplicirt und nach i^ k, h summirt, so kommt : 

Diese identische Gleichung enthalt die Darstellung der Function u als Aggregat 
von fünf Guben. Zwischen den Argumenten E besteht eine lineare Beziehung; 
denn indem man in (36.) ä^*^ = E^^\ z^^^ = E^'^\ . . . setzt, verschwindet der 
rechte Theil jener Gleichung, und es bleibt: 

= w^''^E^'^+w'^''^ES'^ + w^^^E^^^ + w^'^E^'^ +w^^^ E^^\ 

was die fragliche Beziehung ist. 

Durch die vorangehenden Betrachtungen ist also das folgende Theorem 
strenge erwiesen: 

Theorem 14. 
Eine homogene FmicHoH dritter Ordmtng von tier Veräuderücken 
kann im Allgemeinen auf eindeutige Weise als Aggregat von fünf Cuben 
linearer Ausdrücke dargestellt werden^ zwischen deren Argumenten dann 
eine lineare Beziehung besteht; und zwar erfordert dies nur die Auf- 
lösung einer einzigen Gleichung fünften Grades. 
Auch ist in dem Vorigen der Weg angegeben, wie man zu dieser Trans- 
formation gelangt; womit dierdings die algebraische Seite des Problems niehto 
weniger als erschöpft ist. Indem man nämlich nach der oben auseinander- 
gesetzten Methode die 10 Knotenpunkte aufsucht und die Gleichungen der 
fünf Pentaederseiten bildet, erhält man die Verhältnisse der Coefficienten in 
den verschiedenen Ausdrücken E^ und dann die absoluten Werthe der Coefli- 
cienlen au» irgend welcbea der Gleichungen (37.). 



224 Clebtch, über die Knotenpunkte der Uesseschen Fläche. 

§. 12. 
lieber einige besondere Arten die Hülfsgieichung filnften Grades zu bilden. 

Ich setze m = — ^, um die Werlhe der c, w YoUkommen zu bestinamen. 
Man hat also dann: 

Man kann dann in der in §. 9 auseinandergesetzten allgemeinen Methode die 
willkürlich gewählten Functionen immer so bestimmen, dass die Wurzeln der 
Gleichung fünften Grades die sechsten Potenzen der Grössen w selbst werden. 
Es sollen zu diesem Ende die Grössen a?"'^^ die Coordinaten der Kno- 
tenpunkte ohne irgend welche Voraussetzung über die absoluten Werthe be- 
deuten. Dann kann man diese Grössen mit Hülfe der Gleichung 

(39.) 2:z.xfy = p"^y.:2:±z^c;c^^ci 

definiren, wo die p unbestimmte Factoren bedeuten. Die Gleichungen (37.) 
nehmen unter diesen Umständen die Gestalt au: 

til^" = ^6.p''\w^'^w^'\cf^cf^-cf^df^\ 

u. s. w. 

Aus denselben l^ann man Combinationen nach Art der folgenden bilden: 

t^l'+u];" = -6p"'w^*^w''\cfc^;^-cp(^P)-6p'*'w^'^^w^'\cfc^p^c^^ 

uf^-u];' = ''ep'''w^*^w'\(^fc^;^^-cf^cf^)+6p'''w^'^w'''icf^^ . 

Setzt man aus den 10 jeder dieser Gleichungen entsprechenden Ausdrücken die 
Determinanten zusammen, und bezeichnet überhaupt durch J(z) die Hessesche 
Function für einen Punkt, dessen Coordinaten iSi, «2, iSj, 9^ Bind, so ist hienach: 

J{x'''+x''') = 36(p'>»^)^(l^^^>l^^^J|^^*^l^^♦J|^^*))^ 

j{x'''-x''') = S6{p'''p'''f.{w^'^w^^^w^'^w^*^w^'^)\ 

Es ist aber zu bemerken, dass 

weil sämmtliche Knotenpunkte in der Hesseschen Fläche liegen; und auch 

xx;.«i^ = 0, 

da die Diiferentialquotienten von J an den Knotenpunkten nothwendig ver- 
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schwinden. Selzt man also der Kurze wegen 
(40.) 



*K,) = A:^,^,x,x.|i^ 



SO gehen die vorigen Gleichungen in die eine Ober: 

(41.) ^(ar^« o.^«) = (p"\p'y.(nw)\ 
wo noch /7ir der Kürze wegen für das Product aller w gesetzt ist. Aber 
ganz ebenso ist auch: 

»{x^'^x"^) = {p''\p''j.{nw)\ 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit einander, und setzt: 
(42.) 0^'^ = ^(ar^^, x'*').&{x''\ x'^).d(a:*^ x'""), 
so kommt also: 

(43.) 0^*> =^ {nfDf.(p'^Kp''\p''\p'^.p'^.p'y 

nebst fünf entsprechenden Gleichungen. 

Hingegen ergiebt sich aus den Gleichungen (39.) mit Hülfe eines be- 
kannten Determinantensatzes : 

(44.) D<'> = { 2+ x^xrxr a?r }' = ip'"* .p'^'.p'^'.p'^y . {w^'^y. 

Bildet man nun das Product sämmtlicher Gleichungen (43.), so wie sftmmtlicher 
Gleichungen (44.), und bezeichnet immer durch IT das Product gleichartiger 
Grössen, so erhält man: 

ne = {nwf.{np)\ 
HD = {nw)\{np)\ 

und durch Auflösung: 

(45.) (np)' = ^, («-»)• = 1^- 

Wenn man endlich die Gleichungen (43.), (44.) oder ähnliche Paare multiplicirt, 

so kommt: 

6K'M)^') = (f^^'>)^(77l^)^(/7p)^ 

oder mit Hülfe der Gleichungen (45.) 

«C«) 1^(1) jjfi 

. (46.) {w"r = ^ i^j^r^ • 

Der Ausdruck rechts ist von den absoluten Werthen unabhängig, welche den 
verschiedenen Systemen der x beigelegt werden können. Er ändert daher 
seinen Werth nicht, wenn man statt der x die Functionen der entsprechenden 
l setzt (21.), welchetf jene proportional werden. Es gehe hierdurch D^'^ 
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in d^'\ &'^ in ^^" Ober, so dass 

Alsdann aber ist d^^^ eine symmetrische Function von T^, T^*, X'^^, l^; und 
&^^^ das Product von drei Functionen, welche beziiglich dieselben symmetrischen 
Functionen der Wurzelpaare 

sind. Ich werde zeigen, dass demnach auch &^^^ sich als eine symmetrische 
Function von ;i'^, T^, l^^\ ;i^ darstellen lasst. 

Hierzu genügt die Bemerkung, dass, wenn man in der Function (p{x,y) 
für X, y die Coordinaten zweier auf einer der 10 Geraden liegenden Knoten- 
punkte setzt, diese Function nothwendig verschwindet. Dies kommt daher, 
dass diese Gerade ganz in der /fe^^eschen Fläche liegt, und dass also J(x±y) 
für solche Punkte vollständig verschwinden muss. Gehe nun (p \n xp über, 
indem man für die Coordinaten x, y die ihnen proportionalen Functionen der 
entsprechenden l setzt; dann ist 

und tp verschwindet immer, wenn man für seine Argumente zwei l wählt, 
die zwei Indices gemein haben. Bildet man also rp für je zwei der Grössen 

0123 0124 0125 0134 ol35 il46 

A»^ ^ 9 9 9 9 

und bildet das Product von je drei solchen Functionen, so ist die Summe 
aller Producte d-^^^ indem alle anderen Glieder verschwinden. So kann man 
also &^^^ als symmetrische Function dieser sechs Wurzeln darstellen; mithin 
auch durch die Coefficienten der Gleichung zehnten Grades als symmetrische 
Function der vier übrigen Wurzeln, wie es verlangt wurde. 

Es folgt also hieraus, dass sowohl rf als & Functionen der Art sind, 
wie sie in §. 9 als Wurzeln einer Gleichung fünften Grades benutzt wurden. 
Es folgt weiter, dass Ild und n& mit Hülfe der in jenem §. auseinander- 
gesetzten Betrachtungen unmittelbar durch die Coefficienten der Gleichung 
zehnten Grades ausdrückbar sind. Demnach wird wirklich {w^'^f eine sym- 
metrische Function von denjenigen vier Wurzeln l, in denen der Index « nicht 
vorkommt; und man hat das Theorem: 

Theorem 15. 
Wenn u eine Function dritter Ordnung mit vier Veränderlichen isty 
und die Grössen E lineare Functionen bedeuten, so kann man immer der 



Clebsch, über die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche. 227 

Function u die Gestalt 

geben, während identisch 

'=1 
indem man eine Gleichung fünften Grades aufstellt^ deren Wurzeln die 
sechsten Potenzen der w, und deren Coefficienten rationale Functionen 
der Coefficienten eon u sind. 

In ähnlicher Art kann man auf mannigfaltige Weise ypn algebraischen, . 
der Function u verwandten Formen zu Gleichungen fünften Grades flbergehen. 
Sei es erlaubt als Conariante mit mehreren Systemen eon Veränderlichen 
eine solche Function der Coordinaten von mehreren Punkten und der Coeffi- 
cienten von u zu bezeichnen, welche durch Anwendung linearer Transformatio- 
nen in eine gleiche Function der neuen Coordinaten und Coefficienten über- 
geht, multiplicirt mit einer Potenz der Transformationsdeterminante; heisse 
dieselbe ausserdem symmetrisch, sobald sie durch Vertauschung der Coor- 
dinaten der verschiedenen Punkte ihren Werth nicht ändert. Dann sieht man 
sofort den Satz ein: 

Theorem 16. 

Bildet man den Quotienten zweier symmetrischen Corarianten gleich 
hoher Ordnung mit vier Systemen eon Veränderlichen, und führt als solche 
Systeme die Coordinaten der fünf möglichen Combinationen solcher eier 
Knotenpunkte ein, welche sämmtlich einen bestimmten Index nicht ent-- 
halten, so können diese fünf Werthe immer als Wurzeln einer Gleichung 
fünften Grades angesehen werden, deren Coefficienten sich rational durch 
die Coefficienten eon u ausdrücken, und durch welche die Bestimmung 
der 10 Knotenpunkte geleistet wird. 

Eine Covariante dieser Art ist z. B. das Quadrat der aus den Coordinaten von 
vier Punkten gebildeten Determinante; eine andere entsteht aus der Hessesdien 
Function, indem man sie dreimal diiferentiirt und statt der Incremente jedes- 
mal die Coordinaten eines anderen Punktes einführt. Der Quotient beider kann 
in derselben Weise wie oben geschehen ist, zur Bildung einer Gleichung 
fünften Grades benutzt werden. — Man kann aber zugleich bemerken, dass 
nach den bekannten Eigenschaften der Covarianten man den Werth eines 

29* 
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solchen Quotienten auch bilden kann, indem man unmittelbar die Form des 
Aggregats von fünf Guben zu Grunde legt. Der gedachte Quotient enthält 
also dann ausser den vier Coordinatenreihen nur noch die fünf Grössen w. 
Die Coordinaten der 10 Knotenpunkte .lassen sich, indem man vier der Pen- 
taederflftchen als Coordinatentetraeder zu Grunde legt, oder auch, indem man 
fünf Coordinaten einführt, wie ich dies in meiner Abhandlung im 58*'*" Bande 
dieses Journals gethan habe, ebenfalls durch die Grössen w allein ausdrücken. 
Und man erkennt dann leicht, dass die fünf Werthe jenes Quotienten oder 
die fünf Wurzeln der Gleichung fQnften Grades Functionen der Grössen w sind, 
und zwar solche Functionen, deren jede in Bezug auf vier der Grössen tr 
symmetrisch und nur in Rücksicht der fünften unsymmetrisch sind; welche 
endlich sich nur dadurch unterscheiden, dass an Stelle dieser unsymmetrisch 
auftretenden Grössen w der Reihe nach sdmmtliche fünf Grössen gesetzt werden. 

Carlsruhe, den 14. Februar 1861. 
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lieber die Reibung der Flüssigkeiten. 

( Von Herrn Oskar Emil Meyer aus Varel a. d. Jahde.) 



Theoretischer Thell»). 

X/er älteste Versuch einer Theorie der Reibung der Flüssigkeiten, 
der mir bekannt geworden ist, rührt von Newton **) her. Newtons Betrachtung 
stützt sich auf eine Hypothese, die in neuester. Zeit mehrmals wieder unab- 
hängig von Newton aufgestellt und als Fundament theoretischer Betrachtungen 
über die Reibung der Flüssigkeiten benutzt worden ist, die Hypothese nämlich, 
«lass die Reibung zweier benachbarten Flüssigkeitsschichten dem Unterschiede 
ihrer Geschwindigkeiten proportional, dagegen vom Druck unabhängig und 
der Berührungsfläche proportional sei. Bei der mathematischen Durchführung 
dieses seines Grundgedankens verfällt Newton in einen Fehler, der bereits 
von Johann Bemoulli gerügt wurde, als derselbe in einer von der Akademie 
zu Paris 1730 gekrönten Abhandlung f) versuchte, die elliptische Bahn der 
Planeten und das Vorrücken der Nachtgleichen aus der Cartesianischen Hypo- 
these der Wirbel zu erklären. Bei dieser geistreich durchgeführten Unter- 
suchung lässt Bemoulli für die Reibung der von Descartes angenommenen 
Aetherwirbel gegen einander eine der Newtonschen ähnliche Hypothese als 
Gesetz eintreten. Bemoulli nimmt nämlich Anstand, die Reibung, wie Newton 
gethan hatte, unabhängig vom Druck zu setzen, und das gewiss mit vollem 
Rechte, da er den Aether für compressibel hält. Er nimmt daher an, die 
Reibung der Aetherwirbel sei dem Drucke und zwar dem aus der Centri- 
fugalkraft resultirenden Drucke proportional. Aehnlich verfährt Euter f^)^ aber 
minder glücklich. Euler setzt die Reibung unabhängig von der Geschwindig- 
keit und proportional dem hydrostatischen Drucke, ohne die Wirkung der 
kleinsten Theilchen auf einander zu berücksichtigen. 



*) Meine experimentellen Untersuchungen über diesen Gegenstand erscheinen 
im llo**" Bande von Poggendorffs Annalen. 

**) Philosophiae naturalis prineipia mathematica. 1687. Lib. IL sect. IX. 

t) Opera omnia. Lausannae et Genevae 1742. Tomus III. Nouvelles pens^es 
sur le Systeme de Mr, Descartes. XIX—XXIII. 

ff) Tentamen theoriae de frictione fluidorum. Novi commentarii Petropolitani, 
tomus VI. 1756 et 57. Pag. 338. Diese Abhandlung scheint sehr unbekannt zu sein. 
S. Hagenbach {Pogg> Ann. Bd. 109 S. 387) und seinen Gewährsmann Prony. 
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Einen ganz anderen Weg, der eine theoretische Begründung der 
Newtonschen Hypothese enthält, schlug zuerst Navier*) ein. Derselbe ent- 
wickelte die Differentialgleichungen für die Bewegung eines tropfbar flüssigen 
Mediums, das der Reibung unterworfen ist, aus Betrachtungen, die denjenigen 
völlig analog sind, die er zur Ableitung der Differentialgleichungen der elastischen 
Erscheinungen benutzte. Auf dem betretenen Wege folgte Porno«**), der 
die Reibung der tropfbaren und elastischen Flüssigkeiten aus der Anziehung 
und Abstossung der kleinsten Theilchen auf ähnliche Weise, wie die Elasticität, 
erklärte. Eine Methode, die gleichsam zwischen der von den beiden letzt- 
genannten Mathematikern befolgten und der von Newton angewandten die 
Mitte hält, benutzte Stokesf). Derselbe gelangte, obschon sich seine Principien 
wesentlich von den iVacterschen und Poissonschen unterscheiden, für tropfbar 
flüssige Medien zu denselben Gleichungen wie jene beiden Mathematiker, und 
zwar denselben Gleichungen, die man auch mit Hülfe der iVetr/oftschen Hypo- 
these entwickeln kann. Dagegen stellt sich für gasförmige und andere com- 
pressible Flüssigkeiten ein Unterschied zwischen den Resultaten von Poisson 
und Stokes heraus. Ob die Newtonsche Hypothese auch für compressible 
Flüssigkeiten gültig ist, ob also die aus derselben entwickelten Gleichungen 
die Bewegungen dieser Flüssigkeiten auch dann noch darstellen, wenn Com- 
pressionen oder Dilatationen stattfinden, kann zweifelhaft erscheinen. 

Im Folgenden habe ich die Entwicklung der Gleichungen aus der 
Newtonschen Hypothese nach dem Vorgange meines Lehrers, Professor Neu- 
mann, ausgeführt, der unabhängig von Newton dieselbe Hypothese, wie dieser, 
aufgestellt hat. 

Die Integration dieser Difl*erentialgleichungen ist von Stokes in der 
oben erwähnten Abhandlung für mehrere physikalische Probleme ausgefOhrt 
worden. Zu diesen gehört die Aufgabe, die Geschwindigkeit der Strömung 
von Flüssigkeiten durch enge cylindrische Röhren zu bestimmen, und zwar 
unter der Voraussetzung, dass die Strömung an jedem Punkte des Rohrs der 
Wand parallel gerichtet sei. Dasselbe Problem hat bereits vor Stokes Navier 
zu lösen versucht, aber mit unglücklichem Erfolge, da er sich durch Beob- 
achtungen von Girard zu Irrthümern verleiten Hess. Später hat Wiedemann ff) 



*) M^moires de TAcad^mie des sciences. 1823. Tome VI^ pag. «S89. 
**) Journal de T^cole polytechnique. 20'**"* cahier, tome 13, pag. 139. 1831. 



t^ Transactions of the Cambridge philosophical society. Vol. 8, pag. 287. 1849. 
tt) Poggendor/fs Annalen. Band. 99* 1856. 
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dasselbe Problem behandelt, indem er die bereits von Newton benutzte Hy- 
pothese unabhängig von diesem aufstellte. In einer Fortsetzung dieser Arbeit 
von Hagenbach*) ist die Rechnung weiter ausgeführt. Gleichzeitig mit die- 
ser Abhandlung erschienen die Untersuchungen von H. Jacobson **), in denen 
Neumanns Berechnung dieser Aufgabe mitgetheilt wird. Endlich giebt Helmr- 
holtz ***) dieselbe Rechnung, bei der er sich, wie es scheint, auf Stokes stützt. 

Heimholte behandelt ferner ein anderes Problem, das sich mittelst jener 
Naeierschen Differentialgleichungen lösen Iftsst. Er untersucht nämlich, wel- 
chen Einfluss die Reibung einer in einer Hohlkugel enthaltenen Flüssigkeit 
auf die Bewegung dieser Hohlkugel ausübt, wenn dieselbe um einen ihrer 
Durchmesser als Axe oscillirt, und berechnet hiernach aus den von r. Pto- 
trovoski angestellten Versuchen die Reibungsconstante verschiedener Flüssig- 
keiten. Zu diesem rein praktischen Zweck war es nicht nothwendig, die- 
jenige mathematische Strenge anzustreben, welche sich erreichen lässt. 

Ein Problem sehr verwandter Art bildet den Hauptgegenstand der 
nachfolgenden Untersuchungen, nämlich die Entwicklung einer Theorie von 
Versuchen, die zuerst von Coulomb'^) unternommen, später von Moritz \'^) 
wiederholt und endlich von mir in grösserer Ausdehnung angestellt wurden. 
Der Zweck dieser Versuche ist, die Reibung einer Flüssigkeil aus der Ver- 
ringerung der Geschwindigkeit zu berechnen, welche in Folge der Reibung der 
Flüssigkeit eine Scheibe erfährt, die in der Flüssigkeit um ihren Mittelpunkt 
in ihrer eignen Ebene oscillirt, welche also in der Weise ihre Schwingungen 
ausführt, dass sie sich um ihr Centrum dreht, ohne eine absolute Ortsver- 
änderung zu erfahren. 

Ich unternahm diese Beobachtungen, als die philosophische Facultät 
der Königsberger Universität für das Jahr 1857 den Studirenden eine dahin 
gerichtete Preisfrage stellte. Die bereits Ende 1857 in ihren Hauptpunkten 
fertige Theorie, welche, verbunden mit einer Anzahl von Experimenten, der 
Facultät eingereicht, von derselben des Preises werth erachtet wurde, habe 
ich seitdem möglichst fortgeführt und die Experimente erweitert. Bei Aus- 
führung der Rechnungen und Anstellung der Versuche unterstützte mich 



*) PoggendorffB Annalen. Band 109. 1860. 

**) Archiv für Anatomie und Physiologie von Reichert und du Bois. 1860 u. 61. 
***) Sitzungsberichte der k. k. Akademie. 12. April, 1860. HelmhoUz und wn 
Fiotrowski, Ueber Beibung tropfbarer Flüssiffkeiten. 

t) M^moires de llnstitut national. III, pag. 246. 
tt) Poggendorffs Annalen. Band 70. 
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wesentlich mein verehrter Lehrer, Herr Professor Neumann in Königsberg^ 
der mir sowohl mit nie ermüdender Güte stets seinen freundlichen Rath zu 
Theil werden Hess, als auch die zu den Beobachtungen nöthigen Apparate 
in der liberalsten Weise mir zur Verfügung stellte, und dem ich für beides 
meinen tiefgefühlten Dank hier öffentlich ausspreche. 

Von diesen Untersuchungen liegt hier der theoretische Theil vor. Das 
mathematische Interesse des behandelten Problems liegt, wie mir scheint, vor- 
zugsweise in dem ihm eigenthümlichen Umstände begründet, dass die par- 
ticularen Integrale der Differentialgleichungen zum Theil in reeller, zum Theil 
in complex- imaginärer Form erscheinen, und dass nichts desto weniger die 
Bestimmung der Integrationsconstanten nach gebräuchlichen Methoden gelingt, 
da zu diesem Zwecke nicht, wie gewöhnlich, nur eine, sondern mehrere 
Gleichungen gegeben sind. 



Aufstellung der für die Reibung der Flüssigkeiten geltenden Di£ferential- und 

Bedingungsgleichungen. 

§■ 1. 

Ich werde im Folgenden aus der bereits in der Einleitung erwähnten 
Newtonschen Hypothese die vollständigen Differentialgleichungen nebst den 
Grenzbedingungen entwickeln, von denen die Bewegung eines flüssigen Me- 
diums abhängt, dessen Theile sich an einander reiben. Bei der Ableitung 
der Grenzbedingungen werde ich mich dabei auf den Fall beschränken, dass 
die Oberfläche der Flüssigkeit durch die Bewegung nicht geändert wird. 

Nach der Netctonschen Hypothese ist die Reibung zweier Flüssigkeits- 
schichten, die durch eine Ebene von einander geschieden, sich parallel dieser 
Ebene in derselben Richtung mit verschiedener Geschwindigkeit fortbewegen, 
gegen einander proportional dem Unterschiede ihrer Geschwindigkeiten; d. h. 
bezeichnen e und r' die Geschwindigkeiten der beiden Schichten, t die Zeit, 
so ist nach der Hypothese der Zuwachs von r während des Zeitelements dt 
proportional r'— r^ der von t?' proportional t?— r'. Derselbe ist ferner pro- 
portional der Berührungsfläche der Schichten und unabhängig vom Druck. 

Setze ich voraus, dass die betrachteten Schichten nicht verschiedenen 
sich berührenden Flüssigkeiten angehören, sondern im Innern einer und der- 
selben Flüssigkeit liegen, durch deren Raum hindurch die Geschwindigkeit 
eine continuirliche Function des Orts bildet, so erhalte ich für den Unterschied 
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der Geschwindigkeiten benachbarter Schiebten die unendlich kleinen Werthe 

r— ü' = — cfe. 

Dies sei^ zunächst, däss für Schichten desselben Mediums die iVisiotofische 
Hypothese streng richtig ist Denn da die ausgeflbte Reibung jedenfalls eine 
Function des Unterschiedes der Geschvrindigkeit ist, welche mit diesem Unter- 
schiede selbst verschwindet, so kann man für unendlich kleine Werthe dieses 
Unterschiedes die Reibung diesem Unterschiede proportional setzen. 

Man könnte aus diesem Umstände, dass der Unterschied der Ge- 
schwindigkeiten benachbarter Schichten, desselben Mediums unendlich klein ist, 
folgern, dass diese Schichten nur eine unendlich kleine Reibung auf einander 
ausüben könnten. Dies widerspricht der Erfahrung. Man ist damit gezwungen 
anzunehmen, dass der unendlich Meine Unterschied der Geschwindigkeiten mit 
einer unendlich grossen Constanten zu multipliciren ist, um den mathemalischen 
Ausdruck der Reibung zu erhalten ; oder mit anderen Worten, dAss die Reibung 
zweier Schichten desselben Mediums nicht dem Unterschiede, dem Differential 
der Geschwindigkeit, sondern dem Differentialquotienten dieser Function pro- 
portional sein muss. 

Dies lehrt eine doppelte Art der Reibung der Flüssigkeiten kennen, 
zwei Arten, die man bequem als innere und äussere Reibung unterscheidet. 
Die innere Reibung einer Flüssigkeit findet zwischen verschiedenen Schichten 
derselben Flüssigkeit statt; sie ist dem Differentialquotienlen der Geschwin- 
digkeit nach der Normale der Trennungsfl^che proportional. Die äussere 
Reibung dagegen wird von einer Flüssigkeit auf eine andere sie berührende 
ausgeübt; sie ist proportional dem Unterschiede der Geschwindigkeiten beider. 
Ein vollständig analoges Verhältniss, das die beiden gewählten Namen recht- 
fertigt, ist aus der Theorie der strömenden Wärme bekannt. 

§. 2. 
Ich lege durch das betrachtete flüssige Medium ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem x, y, z. Parallel den Axen dieses Coordinatensystems lege 
ich die unendlich kleinen Kanten dx, dy^ dz eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedums, dessen dem Coordinatenanfangspunkte zugewendete Ecke in dem 
Punkte liegt, dessen Coordinaten x^ y, z sind. Es mögen u^ e, w die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit parallel den Coordinatenaxen im Punkte (x^ y, z) 
bezeichnen. 

Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 3. 30 
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Idb Sache £e mT £e FIteheB 4es Uenoi PrisMas 
krtfle. BeseidueA ^i, %, i;;;, ^;, ^, f^;'. ^;', jj;", r^' 
ier Hypothese geniss die CoapoBestem der gesacktem Krifie 
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Aus der Symmetrie des flflssigen Mediums folgt durcA Vertauschimg der 
Coordinaten 

i7i = j^ = 17, =171 

I I $t II fit III 

%.= ^3 = ^l =% =^l =^ =%• 

Es werden demnach die Summen der Componenten der auf das Prisma aas- 
geObten Reibnngskr&fte parallel den Axen 



(2.) 






- 9 



- 3 



d*-w] 






Ausser diesen Reibungskräften wirken auf die Flächen des Prismas 
Druckkräfte und zwar, wenn p den Dnick an der Stelle (x, y, s) bezeichnet, 
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Itngs der Axen 




der x: 


pdyds 


- y- 


pdzdx 


- as: 


pdxdy 



AP'^^dx\dyd^ 



Endlich können auf das Prisma noch KrSfle wirken, deren Ursache ausserhalb 
des flüssigen Mediums liegt, wie z. B. die Schwerkraft. Ich bezeichne die 
Componenten derselben parallel den Axen 

der X : Xdxdydz 

- y\ Ydxdydss 

- ;5: Zdxdydz. 

Die Summen dieser Componenten halten den beschleunigenden KrSften multi- 
plicirt mit der Masse des Prismas das Gleichgewicht. Bezeichnet q die Dich- 
tigkeit der Flüssigkeit, so erhält man also nach Division durch das Volumen 
dxdydz die Differentialgleichungen 

du d^u . d*u . c^u öp , ^ 

dw d^u) , d^u) , d*w öp , «. 

Es ist leicht durch Transformalion des gewShlten Coordinatensystems 
auf ein beliebiges anderes rechtwinkliges nachzuweisen, dass 

Vt = V2 

sein muss. Da über die Lage des fi*üheren Coordinatensystems nichts vor- 
ausgesetzt ist, so gelten die Gleichungen (3.) ebenso für ein beliebiges anderes 
System rechtwinkliger Coordinaten Xi, ^i, Si. Die Componenten der Ge- 
schwindigkeit parallel den Axen ^dieses neuen Systems seien ti|, ri, t^i, die 
der Kräfte ^i, Fi, Zi. Dann ist ebenso 

du. d\ , d\ . d\ dp , -r 

(4.) {(f-öT = V.-d^+V.^+V^-Bt-^-^^'^ 



dp_ 

dz, 



, d», 5*10, , 3'», , 5*», dp , „ 
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Es seien die Ck)ordinateii x,, y,, Si mit x, y, » durch die Relational 
yerbunden 

1«, = a,at+/?,y+y,», 
3fi = «»«+/3,y4-y»», 
», = ajx+ftjf+y,». 
Dann ist auch 

Ii», = a,«+/9,«+y,», Xi = aiX-\-ßiY-\-jriZ, 
Zwischen den nenn eingeführten Constanten bestehen die Relationen 



(7.) 






= aj/9,+/9,y,+y,O3. 



Moltiplicire ich die erste Gleichung (3.) mit «i, die sweite mit /9|, 
die dritte mit yi und addire darauf alle drei^ so finde ich 



(8.) 
Nun ist 









dp 



dx, 



JTi. 



ö\ , öSij_ avij^ - ^y ^*^i ^y 
dx* ^ ay* "^ a»' ~ aar; "*" ayj "^ a»; 



wegen der Gleichungen (7.). Es muss also, damit die Gleichung (8.) mit 
der ersten Gleichung (4.) identisch werde, 

, .a\ , x( a*« , ^ a*i) , a*«» 

sein, oder 

/ \ I ^*« , /3 ^*» . ö'tp i , N j a'u , ^ av , a'w i 
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Fallen die beiden Coordinatensysteme nicht zusammen, so ist diese Gleichung 
nur möglich, wenn 

(9.) 1?, = % 
ist. 

Bezeichne ich 

»?i = % = ^, 

so erhalte' ich also statt der Gleichungen (3.) 

In diesen Gleichungen ist ausser der Dichtigkeit q noch eine zweite 
von der Natur der Flflssigkeit abhangige Constante enthalten, die Grösse 17^ 
die man zweckmässig die Constante der inneren Reibung oder kurz die Rei^ 
bungscanstante oder den ReUnmgscoefficienten der Flüssigkeit nennt. 

Zur Bestimmung der vier unbekannten Functionen u, e, to und p ist 
ausser den drei Gleichungen (10.) noch eine Vierte nöthig. Diese ist fflr 
incompressible FlAssigkeiten 

du . do . dio 



(11.) = 



öx "^ dy ^ a* 



Damit ist das Problem bis auf die an der Oberfl&che stattfindenden Bedingungen 
bestimmt. 

Bevor ich zu diesen übergehe, bemerke ich, dass ich in der gebräuch- 
lichen Weise die partiellen Differentiaiquotienten durch das Zeichen 8 von 
den totalen, für die ich d gebraucht habe, unterschieden habe. Es ist also 

du du , du . du . du 

/A€\ \ / rf® df) . dv . dv , dv 

dw du) , dw . du) . dw 



296 Me$er, ««er fc 

§-3. 

Die OherUAetheJmgmugem \amtm sich tedi BeIrMtoiigca aUeUea, 
4ie d«fl obea Anrkgefibrtea m röllif aaalog «id. 4asB Uk äe aar aaza- 
dcaten brascke. Warigsteas Ueik £es ricfctig Ar dea FaO, da» die Ober^ 
fidie akk darcfc die Bewegaaf aickt iadert, dea iek aUcia betrachte. 

Diese Eiascfcriakaaf Kefcrt sofort die awei BediagnagiM, dass aa der 
Oberflicbe keiae GcsckwMigkeil ia der Ridrta^ der Momale derselbea 
stattfiade, aad da» der Dradt aa der Okerfide gleick d«a voa aasaoi auf 
dieselbe aaapeftblea sei, dea ick arit 1* keaeickae. Es sdl also aa jedem 
Paakte der Okerlicke sea 

. I = «cos(a, «)+acos(«, f)+«>co8(«, »), 

WO idi vaAßw («^ x), («^ f }, («^ %) dtie NeigvBgea der Normale der Oberfläche 
gegen die RiciitoBgeB der Coordmaten verstelle. 

Zwei wdtere BediagiBges erkalte ich für die Geschwindigkeit parallel 
der Oberflicbe. Diese leite ich mter der Voranssetzong ab, dass das be- 
trachtete flOssige Mediai Ton einem änderet festen oder flüssigen begrenzt 
werde. Es sden #1 nnd a^ zwei anf dnander rechtwinklige Richtungen in 
der Oberflicbe, (h. tiBd o^ die Componenten der Geschwindi^eit nach die- 
sen Richtnngen, a\ nnd o^ dieselben Grössen im benachbarten Medium, femer 
Si nnd St die nach dieseUi Richtungen genommenen Componenten der Kräfte, 
deren Componenten nach dmi Richtungen der Xy y, a ich oben durch X^ Y^ Z 
bezeichnet habe, endlich E eine Constante. Ich construire unter der Ober- 
flicbe ein rechtwinkliges Parallelepiped , dessen Kanten dsi^ ds2 und das 
Element dm der Normale sind. Ich bilde wie oben die Differentialgleichungen 
fBr die Bewegung dieses kleinen Raumes und finde 

,*.A.*.^ = _,g.*,*,+,||t+^|*,A,*. 

+ E{ai-'ai)d$id$2~^dsids2dn—Sidsids2dn, 

(fdMidstdH-^ = -V-^^i^^+vlop^ + ^g^idSidsjdn 

'\-E{a2 — a2)dsids2^-E^dsi ds2dn--S2dsid92dn. 
Diboi i»l die Richtung der Normale von 'der betrachteten Flüssigkeit in die 
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sie begrenzende hinein positiv angenommen. Da in diesen Gleichungen, welche 
Grössen verschiedener Ordnung enthalten, die Glieder gleicher Ordnung ver^ 
schwinden mflssen^ so folgt, dass die Bedingimgen 

(2.) 

stattfinden. Die Grössen von niederer Ordnung liefern indess keine neuen 
Gleichungen, da sie schon vermöge der Differentialgleichungen (10.) §. 2 ver- 
schwinden. 

Die in diesen Gleichungen enthaltene Constante E nennt man, im 
Gegensätze zu der bereits definirten ij, bequem die Constante der äusseren 
oder gegenseitigen Reibung zweier Flässigkeiten. 

Von den Gleichungen (2.) macht man leicht Anwendung auf den Fall 
einer freien OberflSche. Ist die OberflSche frei, so verschwindet E; ep 
wird also 

(8) « = !?' 0=^- 
Ausserdem verdient der andere Grenzfall ErwShnung, in dem 

E =--r CO 

ist. Dieser tritt ein, wenn die Flüssigkeit von einem Körper begrenzt wird, 
den sie benetzt. Sie haftet dann so fest an demselben, dass sie an der Ober- 
flSche seine Geschwindigkeit hat. Es wird 

(4) ai = ^;, a^z=^a'^. 
Integration der Differentialgleichungen ftlr die CotUomb%chen Versuche. 

8 4. 

Die im vorstehenden abgeleiteten Differentialgleichungen habe ich an- 
gewandU eine Theorie von Versuchen zu entwickeln^ die zuerst von Coulomb 
unternommen und von ihm im dritten Bande der memoires de llnstitut national 
(S. 246) beschrieben wurden. Der angewandte Apparat bestand im Wesent- 
lichen aus einer dünnen kreisrunden Scheibe, die an einem in ihrer Mitte 
befestigten Dralhe horizontal aufgehängt war. Sie konnte durch Tordirung 
dieses Dralhes in Oscillationen versetzt werden, die sie in ihrer eignen Ebene 
um den Drath als Axe ausführte. Diese Scheibe wurde in die Flüssigkeit 
eingetaucht, deren Reibung oder, wie Coulomb sich ausdrückte, deren Cohfision 
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bestimmt werden sollte. Coulomb beobachtete, dass die Schwing^geii der 
Scheibe in Folge der Reibung der Flflssigkeit sehr rasch abnehmen;- und 
swar bildeten die auf einander folgenden Amplituden eine geometrische Reihe, 
deren logarithmisches Decrement der vierten Polens des Radius der Scheibe 
proportional war. 

SpSter wurden diese Versuche von Jfortte*) wiederholt. Leider aber 
sind diese neuen Beobachtungen weder sur Berechnung von Reibungsconstanten 
noch zur Pröfung der Theorie durch die Erfahrung geeignet, da die Bestim- 
mung des Trägheitsmoments des angewandten Apparates unterlassen wurde. 

Im Besitze der hier entwickelten Theorie der Versuche, erschien es 
mir daher wänschenswerlh, die Coulombachen Experimente noch einmal sa 
wiederholen. Bei der Anstellung meiner Beobachtungen, die ich in Pogget^ 
dorffs Annalen gleichzeitig veroifentliche, richtete ich mein Augenmerk nament- 
lich darauf, die UebereinsUmmung der Theorie mit der Erfahrung noch strenger 
nachzuweisen, als sie sich bereits aus Conlombs Versuchen ergiebt Ich 
lieferte so den Beweis von der Richtigkeit der Prämissen der Theorie, also 
der Hypothese, daes die Reibung zweier FhUeigkeilsedUchten dem Umtereckiede 
ihrer Geschwindigkeiten proportional sei. Ich führte diesen Beweis nicht allein 
für eine tropfbare Flflssigkeit, ffir Wasser, fQr welches er bereits durch die 
Beobachtung der Geschwindigkeit der Strömung durch cylindrische Röhren 
geführt worden ist; sondern auch ffir einen elastisch -flüssigen Körper, ftlr 
atmosphärische Luft, jedoch mit der Einschränkung, dass in Folge der Be- 
wegung weder Verdünnungen noch Verdichtungen eintreten. Durch meine 
Beobachtungen der Reibung der Lufl ist also der Widerstreit der von Stokes 
und Poisson aufgestellten Gleichungen nicht entschieden. 

Ich werde mir eriauben, von diesen meinen Beobachtungen hier die- 
jenigen kurz mitzutheilen, die namentlich geeignet sind, die Uebereinstimmung 
zwischen Rechnung und Beobachtung hervortreten zu lassen. 

Zu dem Zwecke der beabsichtigten Integration ist es vortheilhaft, die 
Differenlialgleichungen (10.) §. 2 zu transformiren. Ich bezeichne mit x die 
senkrechte Höhe eines FIflssigkeitstheilchens über dem mittleren horizontalen 
Querschnitt der Scheibe ; mit r seine Entfernung von der verücalen Drehungs- 
axe der Scheibe; und mit q) den Winkel, den die durch das Theiichen und 
die Drehuugsaxe gelegte Ebene mit irgend einer festen, ebenfalls durch die 

*) Pogg. Ann. Bd. 70. 
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Drehungsaxe gelegten Ebene bildet. Ich setze also statt der in den Glei- 
chungen (10.) §. 2 enthaltenen rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 

x = Xy y = rcosq), a = rsiny. 

Ich bezeichne ferner mit u die Geschwindigkeit des Theilchens, dem 
die Coordinaten x, r, q> angehören, in der Richtung von x; mit V die Com- 
ponente der Geschwindigkeit nach der Richtung von r; und nenne i/j die 
Winkelgeschwindigkeit der Oscillation um die Drehungsaxe der Scheibe. Ich 
setze demnach 

u=^Uy f> = Vcoscp—ripsimp, w = Vsincp+ryjcoscp. 

Durch Einfährung dieser Grössen erhalte ich die neuen Differential- 
gleichungen 

(1.) M^-rV^^ j =ry|^ + -^(-^)+;T^~-^|-- # + ». 

in denen -Y, R, F die nach den Richtungen der neuen Coordinaten genom- 
menen Componehten der Kräfte X, Y, Z bezeichnen. 

Die Bedingung der Continuitat, Gleichung (11.) §.2, wird durch die 
gemachten Substitutionen 

Die Grenzbedingungen entwickle ich unter der Voraussetzung, dass die 
Flüssigkeit sich in einem überall verschlossenen cylindrischen Gefässe befinde. 
Die Axe dieses cylindrischen Gefässes soll mit der Drehungsaxe der Scheibe 
zusammenfallen. 

Ich bezeichne mit R den Radius der Scheibe, mit R' den des Gefässes, 
mit Ci die halbe Dicke der Scheibe, mit Cj die Höhe des oberen Bodens über 
der Mitte der Scheibe, mit c^ die Tiefe des unteren unter derselben, also 
mit C2+C3 die ganze Höhe des Gefässes. Ich nenne ferner rpi die Winkel- 
geschwindigkeit, mit der die Scheibe sich um ihre Axe bewegt; und ver- 
stehe unter E die Constante der Reibung der Flüssigkeit an der Scheibe, 
unter E' die der Reibung an der Wand des Gefässes. Dann sind folgende 
Bedingungen zu erfüllen. Es ist 

Joarnal für Mathematik Bd. LIX. Heft 3. 31 
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j für r = Ä = Tj-^-Eu; 0=V ; = tj-^ -£(v-Vi) 

- r=Ä' = r]-^+E'«; 0=F ; = r,-^+E'yj 
I- ar = +cx = « ; O^rj-^-EV; = »?||— £(V-Vi) 
j- x = -c. = « ,• = 7;-^ + £;F,- = ri^+E{rf,-y;,) 

- x = c = « ,• = v-^+E'V; = i7||-+£rv 

- * = -C = « ,- = ^-g-£'F,- = v^-EY 

Zu diesen Gleichungen kommt noch die Differentialgleichung für die 
Bewegung der Scheibe um ihre Axe. Auf diese wirkt ausser der Torsion 
des Drathes die Reihung der Flässigkeit an ihren drei Flächen. Ist t 
das Torsionsmoment des Drathes, (fi die Entfernung der Scheibe aus ihrer 
Gleichgewichtslage, so ist das durch die Elasticität des Drathes auf die Scheibe 
ausgeübte Drehungsmoment 

das Moment der Reibungskräfte ist an der 
oberen Basis Ey y r^{\p^yji)d(pdr^ worin x^Ci^ 



unteren Basis E/ j r^{tp^yji)d(pdry - x = ^Ci^ 



Cylinderfläche ER^/ y ''\^—tpi)d(fdXy - r = /i zu setzen ist. 



-f, 



Bezeichnet M das Trägheitsmoment des Apparats, so ist also die Differential- 
gleichung far die Bewegung desselben 

(4.) 1 O ^ _c, 



Diese Gleichung lässt sich mit Hülfe der Grenzbedingangen (8.) Mf die be^ 
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quemere Form 



bringen. Endlich besteht zwischen ^i und xpi noch die Relation 

Ich habe diese Gleichungen vollständig entwickelt, um an dieselbe 
eine nicht unwichtige Bemerkung zu knüpfen. Ist ndmlich, wie es bei dem 
in Rede stehenden Versuche der Fall ist, alle Bewegung von (p unabhängig, 
und sind die Geschwindigkeiten so klein, dass ihre Quadrate gegen ihre ersten 
Potenzen vernachUssigt werden dürfen, so hören die Differentialgleichungen 
auf simultan zu sein. Es kommen ferner in einer und derselben Grenzbedin- 
gung keine Geschwindigkeitscomponenten verschiedener Richtung vor. Allein 
die Continuitätsgleichung (2.) enthält u und T. Die Winkelgeschwindigkeit 
\p aber wird so von u und V vollständig unabhängig. Es wird also die 
Oscillalion der Scheibe nicht durch solche Strudel im Innern der Flüssigkeit 
nlterirt, bei denen die Bewegung in den durch die Drehungsaxe gelegten 
Ebenen und zwar in allen auf dieselbe Weise stattfindet, vorausgesetzt, dass 
die Geschwindigkeiten so klein sind, dass ihre Quadrate vernachlässigt wer- 
den dürfen. 

Andererseits folgt hieraus, dass u und Y bis auf Grössen von der 

Ordnung der Quadrate der Geschwindigkeiten von yj und cpi unabhängig sind. 

War also die Bewegung zu irgend einer Zeit, z. B. zur Zeit / = 0, die den 

Anfang des Versuchs bezeichne, so beschaffen, dass an jeder Stelle der 

Flüssigkeit 

u^O und r=0 

war, während nur ^p, ipi und (pi endliche Werthe hatten: so bleiben u und V, 
vorausgesetzt, dass V^ so klein ist, dass sein Quadrat vernachlässigt werden 
darf, durch alle Zeit hindurch =0; ist tp nicht so klein, dass diese Ver- 
nachlässigung erlaubt ist, so sind u und V Grössen von der Ordnung von y/^. 
Ist also der Versuch so eingerichtet, dass die Winkelgeschwindigkeit tp eine 
so kleine Grösse ist, dass ihr Quadrat vernachlässigt werden darf — was da- 
durch geschehen kann, dass man eine Scheibe von hinreichend grossem Träg- 
heitsmoment M anwendet ~, so darf man zugleich u und K vernachlässigen. 

31» 
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Indem ich diese Voraussetzung, dass y^, mithin auch u und V \er- 
uachlässigt werden dürfen und dass demnach 

dV _dxt> . dfp ydtff dtp _ dif) 

~dr~ dl^^ dx^^ dr "'■^ dq> ~ dt 

zu setzen sei, einführe, erhalte ich die einfacheren Differentialgleichungen *) : 

( dxp ja> , ö /e.r>\) 



(6.) 



^ = ; ^ = -^9, 



in denen g die beschleunigende Kraft der Schwere bedeutet, die früher all- 
gemein durch X bezeichnet war. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen 
den Druck p im Innern der Flässigkeit; da indess yj von p unabhängig ist, 
so ist die Kenntniss von p ohne Interesse; ich werde deshalb nur die erste 
Gleichung weiter beräcksichtigen. 

Die Bedingung der Continuität, Gleichung (2.), wird in dieser An- 
nSherung identisch erfüllt. 

Von den Grenzbedingungen, Gleichungen (3.), bleiben nur die sechs 
für yj gültigen. 

Die Differentialgleichung für die Oscillation der Scheibe wird einfacher 

''■' +r[(^L.,-(m-j''*i- 



§. 5. 
Diese Gleichungen werde ich indess nicht allgemein integriren, da diese 
Rechnung zu so complicirten Endformeln führen würde, dass dieselben zu 

*) Zu diesen GleichuDgen kann man auch direct durch Betrachtungen gelangen, 
die denen des §. 2 vollkommen analog sind. Ich habe es vorgezogen, dieselben durch 
Transformation abzuleiten, weil man die Hypothese unter einer scheinbar anderen Form 
einfähren müsste. Es ist nämlich z. B. die Keibung an der der Axe zugewandten Seite 
eines Volumenelements rdrdtpdx nicht 

sondern 
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praktischen Zwecken nicht mehr verwerthet werden könnten. Zur ErklSrung 
der Caulombschen Versuche ist es auch gar nicht nothwendig, die Winkel- 
geschwindigkeit eines jeden Flüssigkeilstheilchens zu kennen; sondern da die 
Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe der Endzweck der Unter- 
suchung ist, so genfigt es, zunächst die Bewegung derjenigen Flüssigkeits- 
schichten zu bestimmen, welche den directesten und bedeutendsten Einfluss auf 
die Oscillationen der Scheibe ausüben, und aus dieser die Bewegung der 
Scheibe angenähert zu berechnen. Der hierbei begangene Fehler Ifisst sich durch 
vortheilhafle Anordnung des Versuchs beliebig klein machen. 

Die OberflSchen, welche die Punkte verbinden, an denen zu irgend 
einem Zeitmomente gleiche Winkelgeschwindigkeit stattfindet, haben eine ähnliche 
Gestalt, wie ein sehr stark abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen Axe mit 
der Drehungsaxe des Apparats, dessen Aequatorialebene mit der Mittelebene 
der Scheibe zusammenfällt. Je grösser der Radius der Scheibe und je ge- 
ringer ihre Dicke ist, um so abgeplatteter müssen diese Flächen sein, d. h. 
um so grösser der Theil einer jeden, der als eben anzusehen ist. Auf diesem 
ebenen Theile jeder Oberfläche ist die Winkelgeschwindigkeit von der Coor- 
dinate r unabhängig. Für alle diese Stellen der Flüssigkeit berechne ich die 
Winkelgeschwindigkeit und verzichte darauf, sie für solche Stellen zu be- 
stimmen, welche auf den gekrümmten Theilen jener Oberflächen liegen. Indem 
ich aus der Bewegung jenes ersten Theiles allein die Drehungsgeschwindigkeit 
der Scheibe ableite, begehe ich den Fehler, anzunehmen, dass die ebenen Theile 
der Oberflächen eine der Fläche der Scheibe gleiche Ausdehnung besitzen. 
Diese Annahme ist nur streng richtig, wenn der Radius der Scheibe unendlich 
gross ist; sie ist aber mit grosser Annäherung richtig, wenn der Radius der 
Scheibe eine bedeutende Grösse im Verhältniss zu ihrer Dicke besitzt. Sie 
kommt der Wahrheit um so näher, je geringer die Dicke der Scheibe und 
je grösser ihr Radius ist. Das Resultat der Rechnung, der gefundene Werth 
der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, ist ferner um so strenger richtig, je 
geringer der Werth der Reibungsconstante ist. Denn da bei dieser An- 
näherung ein Theil der durch die Reibung zerstörten Geschwindigkeit der 
Flüssigkeit noch als vorhanden angesehen, mithin ein Theil der stattfinden- 
den inneren Reibung der Flüssigkeit vernachlässigt wird, so wird die An- 
näherung an die Wirklichkeit um so grösser, je kleiner die Reibungscon- 
stante der Flüssigkeit ist. Berechne ich also aus wirklich angestellten Beob- 
achtungen nach der so erhaltenen angenäherten Formel für die Bewegung der 
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Scheibe die Reibungsconslanle der angewandten Flüssigkeit, so erhalle ich 
einen etwas zu grossen Werlh dieser Constanten. Der Fehler dieses berech- 
neten Werthes ist um so kleiner, je grösser der Radius und je geringer die 
Dicke der angewandten Scheibe ist und endlich je kleiner die Reibungscon- 
stante selber ist. Da nun in der Natur diese Constante bei fast allen Flüssig- 
keiten in der That sehr klein ist, so ist zu erwarten, dass, wenn die Dimen- 
sionen der Scheibe passend gewählt sind, die Berechnung der nach der 
Conlombschen Methode angestellten Beobachtungen mit Hülfe dieser angenäher- 
ten Theorie Resultate von grosser Genauigkeit liefern wird. 

In der nachfolgenden Rechnung nehme ich ferner zunächst die Scheibe 
als unendlich dünn an; den hierdurch begangenen Fehler werde ich indess 
am Schlüsse durch eine Correction so weit ausgleichen, als es die Genauigkeit 
der Beobachtung erfordert. 

Durch Einführung dieser Annäherungen reduciren sich die Gleichungen 
«uf die folgenden: 

^ '^ dt ~ e dx' ' 
(2.) M^ = _.„+» ,«.|(|^X_^ _(^)^_J. 

Die erste dieser Gleichungen gilt streng für alle diejenigen Stellen der Flüssig- 
keit, deren Entfernung von der Drehungsaxe einen gewissen von x abhängigen 
Grenzwerth nicht übersteigt; die zweite Gleichung gilt nur angenähert. In 
derselben bedeutet C| eine unendlich kleine Grösse. 

Zu diesen Gleichungen treten für die Grenzen der Flüssigkeit noch die 
Bedingungen hinzu, dass 



(3.) 



für x== Ci 

i 


0=1^-^ (V-V')^ 


)- X = ~Cj 


= ^^+E(y.-y,.), 


- 0!?= Ci 


= ,^+£>, 


- a: = — C3 


o-ni: B> 



sein soll. 

Eine symmetrischere Form nehmen diese Gleichungen an, wenn ich 
sowohl in dem oberen wie in dem unteren Theile der Flüssigkeil die Goor- 
dinate x immer positiv von der Scheibe in die Flüssigkeit hinein rechne, also 
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durch X nicht mehr die Höhe über oder Tiefe unter der Scheibe bezeichne, 
sondern die senkrechte Entfernung von derselben. Ich habe dann zugleich 
die Winkelgeschwindigkeiten der oberen und unteren Flüssigkeit, die in kei- 
nem directen Ziisammenhange stehen, durch verschiedene Zeichen, rpt und V'st 
zu unterscheiden. Dadurch entstehen aas den Gleichungen (1.) bis (3.) die 
folgenden : 

av>, _ n d'iff, dy/, _v d*tff. 



(4.) 
(5.) 



dt 
dt* 



g dx' ' 



= -m'^' 



dt 



n J7Ä* /av, ■ ÖV, 



(6.) 



(7.) 



= ^^ 



2 M Vax 



\ dx dx A=o ' 



= ,^-^(v;3-V/0 



x = 0, 






,0 = ?/ 



lo 






X = C' 



2 9 



X = Ci 



oder, wenn an den Wänden der Scheibe und des Gefasses keine Gleitun^ 
stattfindet, 

= 1//2 0? = C2 

— V'3 a? = C3 . 

Um zu vermeiden, dass durch die eingeführte Annäherung das ma-» 
thematische Interesse an der Aufgabe geschmälert werde, mache ich darauf 
aufmerksam, dass die Gleichungen folgendem Experimente streng entsprechen. 
In einem hohlen Cylinder von der Höhe 2ci + C2+Cj und dem Radius R be- 
findet sich in der Höhe C2 oder Cj über dem Boden eine Scheibe von glei- 
chem Radius und der beliebigen Dicke 2c,, welche durch die Torsion eines 
Drathes in Schwingungen versetzt werden kann. Der übrige Raum des hohlen 
Cylinders ist mit Flüssigkeit erfüllt, welche die ebenen Wände des hohlen wie 
dos vollen Cylinders benetzt. Dagegen findet an der gekrümmten Oberfläche 
des hohlen Cylinders keine Reibung statt, weder von der Flüssigkeit noch 
von dem vollen Cylinder. 
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§. 6. 

Ich iiitegrire die im vorigen §. enthaltenen Gleichungen unter der zu- 
letzt eingeführten Voraussetzung, dass die Flüssigkeit die Scheibe und die 
Gefässwand so benetzt, dass an denselben keine Gleitung stattfindet. 

Vorher aber führe ich einige andere Bezeichnungen ein, durch welche 
die Rechnung bedeutend vereinfacht wird. Zunächst führe ich statt der Coor- 
dinate x eine neue Variabele y ein, und zwar setze ich 

(1.) x = y^f- 

Es bezeichnet also yll— die von der Scheibe aus in die Flüssigkeit hinein 

positiv gerechnete Entfernung eines Flfissigkeitstheilchens von der nächsten 
Oberfläche der Scheibe. Dem entsprechend setze ich 

(2.) c=cy|, c,=cY-?-, 

so dass cy— und c' l^— die Höhen der Flüssigkeit über und unter der 
Scheibe bezeichnen. Ferner setze ich zur Abkürzung 

So werden die Differentialgleichungen (4.) und (5.) §. 5 
(4.) 

(5.) $^ = -«V.+2Kf-+^U 

ferner erhalten die Grenzbedingungen (8.) §. 5 die Form, dass 

/für jf = 1^, = ^, = ^j, 
(6.) )- y = c = V/a, 

( - y = c' 0=Vj 

wird. Zu diesen Gleichungen tritt endlich noch die Bedingung, dass die 
Functionen ^x? Vi? V«) V'3 ^^ ^^^^^ ^^^^ / = 0, die den Moment des Anfangs 
des Versuchs bezeichne, gegebene Werthe annehmen, dass also 

(7.) für / = y, = *; Vi = ^i ; V» = 'Pi (y) ; Vj = *Fi{9) sei. 

Um ein particulares Integral der DifTerentialgleichnngen zu erhalten, 
setze ich y/2 ^^^ fi gleich Producten einer Function von y allein in eine 



dt ~ dy* ' dt ~ dy* ' 
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Function von / allein. So finde ich 

^2 =r {A2sintn2y + B2Cosnhy}e~'^**^ 

yji = {AiSinmiy+B^cosffhy]^'^^*^ 

wenn unter den A, B, m Conslante verstanden werden. 

Mit diesen particularen Lösungen kann ich die erste Gleichung (6.) 
auf doppelte Weise erfüllen. Ich kann einmal yj^ durch 1//2 und ip^ bestimmen; 
zweitens kann ich auch noch den Gleichungen (6.) genügen, wenn ich Vi=0 
setze. Ich finde auf diese Weise sowohl die Bewegung, welche der Flüssig- 
keit und der Scheibe gemeinsam zukommt, als auch diejenige, welche die 
Flüssigkeit besitzt, ohne sie an die Scheibe zu übertragen. So erhalte ich 

\ = C. -^^l^l7y) e--+:^,g,sin.y.e-^ 



(8.) 



8in mc 






sin mc* 

Diese Ausdrücke genügen zugleich den letzten Gleichungen (6.), wenn n und 
n' die Gleichungen 

(9.) = sin«c, = sin«'c' 

erfüllen, wenn also n gleich einem ganzen Vielfachen von — , n! gleich einem 
solchen von -j- ist; die Zeichen -2* bedeuten Summen nach allen diesen Viel- 
fachen, B^, B'^4 und C^ sind unbestimmte Constante. 

Aus der ersten Gleichung (8.) erhalte ich durch Integration nach der Zeit 

Ich füge keine Constante hinzu, indem ich mir vorbehalte C» so zu bestim- 
men, dass dies nicht nöthig ist. 

Der Differentialgleichung (5.) genügen die ersten Glieder der Aus- 
drücke (8.), wenn die Constante m so bestimmt wird, dass 

(10.) = i»*+a*-2/Ji»'(ctgmc+ctgmc') 

ist. Für die übrigen Glieder liefert dieselbe Gleichung für je ein Paar von n 
und ff! die Bedingungen 

(11.) n = n\ O^B^+b:., 

da sie für jeden Werth von / gilt. 
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Die Gleichung (10.)? als transcendente Gleichung, liefert ein nnendliclieB 
System von Wurzeln m. Ich erhalte also in den drei Functionen ein unend- 
liches System von particularen Lösungen der ersten Form. Diese treten 
immer auf, welche Werthe auch c und c' besitzen mögen. Anders verhält 
es sich mit den Lösungen der zweiten Form: Die Gleichungen (11.) und (9.) 
sind nur zu erfüllen, wenn c und c' in dem Verhältnisse ganzer Zahlen stehen. 
Nach den Gleichungen (2.) können demnach nur dann Integrale der zweiten 
Form auftreten, wenn Ci und c^ commensurable Längen sind. 

Dies erscheint auf den ersten Anblick äusserst befremdend. Es sieht 
aus, als sei die Anzahl der particularen Integrale in dem speciellen Falle der 
commensurablen Höhen grösser, als in dem allgemeineren der incommensurablen. 
Es verdient daher die Gleichung (10.) schon hier eine nähere Untersuchung. 

Es lässt sich leicht auf geometrischem Wege beweisen, dass die Anzahl 
der reellen Wurzeln der Gleichung (10.) zusammen mit den gemeinschaftlichen 
Wurzeln der Gleichungen (9.) 

= sin nCy = sin w'c' 
von den Werlhen von c und c' unabhängig ist; d. h. dass die Anzahl der 
particularen Integrale, so weit sie von reellen Constanten abhängen, in allen 
Fällen dieselbe ist. Hinsichtlich der imaginären Wurzeln kann ein ähnliches 
Bedenken nicht entstehen, da nur die Gleichung (10.), nicht aber die Glei- 
chungen (9.), imaginäre Wurzeln besitzt. 

Genügt der Gleichung (10.) eine Wurzel m^ so geniigt ihr auch — m; 
ebenso ist es bei den Gleichungen (9.). Führt man gleiche mit entgegenge- 
setztem Vorzeichen behaftete Wurzeln m oder ü in die Ausdrücke für tp ein, 
so erhält man durch beide Wurzeln dieselben particularen Integrale. Ich 
brauche also nur die positiven Wurzeln zu berücksichtigen. 

Zum Beweise der obigen Behauptung bringe ich die Gleichung (10.) 
auf die Form 

i(ctgmc+ctgi»c) = 4^3 - 

Ich conslruire zwei Curven, deren rechtwinklige Coordinaten m und 



Zi = i (ctgmc+ctgmc'), Zj = 



m 



sind, für jeden positiven Werth der Abscisse m. Die Abscissen der Durch- 
schnittspunkte beider Curven sind die Wurzeln der Gleichung (10.). Die Curve 
Zi hat nur positive Ordinalen. Für m = ist die Ordinate «2 = oc , ebenso 
für m= oc'^ dazwischen hat Zi endliche Werthe und ein Minimum, wo iii*=3ii^ 
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ist. Die Curve «i besteht aus Zweigen^ deren Ordinaten steil von +oc bis 
— oo absinken und dann wieder in +og fibergehen. Durchschnitte beider 
Curven werden also bei Werthen der Abscisse stattfinden, welche etwas 
grösser sind, als diejenigen Abscissen , bei denen ^i :^ oc wird. Es werden 
daher so viel Durchschnittspunkte auftreten, wie für positive Argumente 

ctgmc+ctgfwc' = ^ 
wird. Stehen c und c' in incommensurablein Verhältnisse, so geschieht dies 
doppelt so oft, als eine Cotangente für sich oc wird. Stehen beide Grössen 
in commensurablem Verhältnisse, so fallen jedesmal dann zwei solcher Punkte, 
an denen die Summe beider Cotangenten oc werden sollte, zusammen, wenn 

m gleichzeitig gleich einem ganzen Vielfachen von — und von -y wird. Es 

c c 

fallen also durch diese Specialwerthe der Parameter c und c' auch die zwei 
letzten kurz nach diesem Werthe der Abscisse eintretenden Durchschnittspunkte 
der Curven zusammen. Dafür erscheint aber dieser Werth der Abscisse selber 
als gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen (9.). Es tritt also jedesmal 
dann und zwar nur dann eine Wurzel der Gleichungen (9.) auf, wenn durch 
besondere Werthe der Grössen c und c' eine der Wurzeln der Gleichung (10.) 
mit einer anderen zusammenfällt. Damit ist die obige Behauptung, dass die 
Summe der Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung (10.) und der der 
gemeinsamen Wurzeln der Gleichung (9.) von den Werthen der Parameter c 
und c' unabhängig sei, be>viesen. 

Die Zahl der imaginären Wurzeln der Gleichung (10.) habe ich all- 
gemein nicht untersucht, da diese Untersuchung mit Schwierigkeilen verbunden 
zu sein scheint, welche zu dem Nutzen derselben in keinem Verhältnisse stehen. 
Ich habe weiter unten für den Fall einer unbegrenzten Flüssigkeit jene Wurzeln 
entwickelt. Hier will ich nur zeigen, dass der Gleichung (10.) keine rein 
imaginären Wurzeln genügen, und dass sie nur dann complex- imaginäre be- 
sitzt, wenn a, also t, von verschieden ist. Dies letztere heisst, physikalisch 
gesprochen, dass die Scheibe nicht durch die Reibung der Flüssigkeit, sondern 
nur durch die Torsionskraft des Aufhängungsdrathes in periodische Schwin- 
gungen versetzt werden kann. 

Dass kein rein imaginäres m der Gleichung (10.) genügen kann, ergiebt 
sich sofort, wenn man in derselben m = bi setzt, wo b eine reelle Grösse und 
f = ]^— 1 ist. Man erhält dann die Gleichung 

32» 



252 Meyer, über die Reibung der Flüssigkeiten. 

der weder ein positives noch ein negatives b genügen kann, da alle übrigen 
in ihr enthaltenen Zeichen positive Grössen bedeuten. Der Gleichung (10.) 
genügt also kein m von der Form m = bi. 

Dass m^ wenn a = ist, auch nicht die Form a+bi besitzen kann, in 
der a und b reell sind, folgt aus dem Werthe des Integrals 

(12.) {m^-mDj —-^-yi.-^i^dy = mctg«,.c-m,ctgmc. 
Sind m und fWi Wurzeln der in Rede stehenden (Gleichung (10.), so ist 

^ ^^\J sinmc sinm.c ^ J sinmc* sinm.c' ^) 



(13.) 



= fii(ctgfiiiC+ctgiiiic') — mi(ctgmc + ctgfiic') = ' 



Besitzt nun die Gleichung (10.) eine Wurzel von der Form a + bi, so besitzt 
sie auch die Wurzel a—bi und, da sowohl -\-m als auch —m ihr genügen, 
die Wurzeln —a+bi und —a — bi. Ich bin also berechtigt a und 6 als 
positive reelle Grössen zu definiren. 

Setze ich in der letzten Gleichung m = a+bi^ fWi ^a—bi, so nimmt 
dieselbe die Form 



j j-c p2^Q^ f^P] + 0], \ . a'-b' 



an, in welcher P^ Pi, ^, ^i, j», fi, y^ ^i reelle Grössen bezeichnen. Ist 
nun a = 0, so verschwindet die rechte Seile dieser Gleichung. Die linke 
Seite verschwindet nur, wenn a oder 6=0 wird; da aber a=0 dem obigen 
Beweise widerspricht, nach dem m nicht die Form bi haben kann, so folgt, dass 

für « = 6 = 0, 
also m reell sein muss. 

Andererseits enthält die letzte Gleichung für a > den Beweis, dass 

a'-b'>0 

oder, da a und 6 positiv sein sollen, dass 

(14.) a-6>0 

ist. Diese Bemerkung wird in der Folge von Wichtigkeit sein, da sie zeigt, 
dass die Bewegung der Scheibe und der Flüssigkeit mit wachsender Zeit ab- 
nimmt, nicht mit ihr ins Unendliche wächst. 
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Eine zweite physikalisch interessante Eigenschaft von a und b folgt 
aus dem Integralsatze 

(15.) (nr—mi) I — r^^ — — r^^^ — —dy = iWiCtguiiC— mctguic. 

^ ^ ^ ^'^y Binmo siniii.c ^ * © * © 

Sind m und mi Wurzeln der Gleichung (10.), so folgt hieraus 

/^ 8inm(c — y) Binm,(c— y) , /*^ 8inm(c/~-y) 8inm,((/— y) . 
sinmc sin m,c ^ \/ sinmc' sinnt.c' ^ 



— ^1 C^^g^i ^ + ctgm, c*) — iit(ctgmc + ctgm c' ) _ _J_ ( g* __^ ) 



(16.) 

j_ i?i^Cctgm,c + ctgii ^ 

m' — mj 2/JlmX 

und wird hierin m = a+b% und mi==a—bi gesetzt, so erhält die Gleichung 
die Form 

in der M^ ifi, iV, iVi reelle Grössen sind, und f , /?i, y, ^i die frühere Be- 
deutung haben. Die linke Seite der Gleichung ist also positiv. Daraus folgt 

(17.) (aH6')<«' = |/^ 
und, da a und 6 reelle Grössen sind, folglich 

ist, so ergiebt sich, dass auch 

2ab < «^ 
oder dass 

ist. Dies heisst, wie sich weiter unten zeigen wird, physikalisch ausgedrückt: 
die Schwingungsdauer der Scheibe ist in der reibenden Flüssigkeit grösser als 
im luftleeren Räume. 

Durch Einführung der sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (10.) und 
Benutzung der Relationen (11.) werden die vollständigen Integrale der Glei- 
chungen 

(19.) U = 2^C^ ""1^17^^ ■e--^+^.g.siniiy.e-^ 



|^ f * "•"• Sin mc 



sinuy.e""". 
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Hierin bedeutet m eine Wurzel der Gleichung (10.), n eine solche der Glei- 
chungen (9.), C^ eine von m und B^ eine von n abhängende Constante; JS^ 
deutet die Summation nach allen Werthen von m, JS*. dieselbe nach allen 
Werthen von n an. 

In diesen Gleichungen sind nur noch die Werthe der Constanten C^ 
und B^ unbestimmt. Dieselben bestimmen sich durch die Gleichungen (7.), 
die einzigen, die noch zu erfüllen sind. Durch Einsetzen der Werthe (19.) 
in diese Gleichungen erhält man 

(20.) \ %{y) = ^^g.> '^";;fj^^ +^.^.sini>y. 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man sehr einfach den Werth eines 
bestimmten B^, wenn man dieselben mit dem zugehörigen sinny.dy multiplicirt«, 
nach y zwischen den Grenzen und c, respective und c' integrirt und 
darauf die untere von der oberen subtrahirt. Es ist nämlich in Folge der 
Bedeutung von m und n das Integral 

-8inw(c— y) 



/' 



'Svnnfi.d^ = 

smmc ^ ^ 



also von c unabhängig; es verschwinden daher die Factoren der C^ durch 
die Subtraction. Es verschwinden ferner die Coefficienten der übrigen B^, 
und man findet so 

(21.) B^ = ^[/V,(y)sin«y.rfy-/V3(y)siniiy.rfy!. 

Fast ebenso verfährt man mit den letzten Gleichungen (20.), um ein C^ zu 
finden. Multiplicirl man die obere mit "^^^^ — —^y? integrirt sie zwischen 
den Grenzen und c, multiplicirl man ferner die letzte Gleichung mit 
Binm(^ — yj ^^ ^^^ integrirt von bis c', und addirt man darauf beide Glei- 
chungen, so verschwinden nach dem oben genannten Integralsatze aus der 
Summe sämmtliche B^. Irgend ein von C^ verschiedenes C^^ erhält nach den 
Gleichungen (16.) den Coefficienten 

m^ (ctgm^c + ctgmtC') — wi (ctg mc 4- ctg mc^) 
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der nach Gleichung (10.) den Werth 

2ß\m'm] ) 
besitzt. Multiplicirt man also noch die erste Gleichung (20.) mit g^, die zweite 
mit — irs-T lind addirt sie zu der erhaltenen Gleichung, so verschwinden die 

sämmtlichen C^ mit Ausnahme des gesuchten. Durch Benutzung der Glei- 
chung (10.) reducirt sich der so erhaltene Werlh auf die Form 

(22.) C. = 2 ^ 



\ sm WC am iwc' ) mr 



Damit sind alle Constanten bestimmt und ist sämmtlichen Gleichungen 
genügt. Das Problem ist also in der angegebenen Annäherung durchgeführt, 
wenn die Gleichungen (10.) und (9.) aufgelöst sind. 

§• 7. 
Ich unterwerfe diese Gleichungen einer besonderen Discussiou für 
den Fall einer unbegrenzten Flüssigkeit, in welchem 

(1.) C=C' = 00. 

Was zunächst die Grösse n betrifft, so ist sie in diesem Falle allen ganzen 
Vielfachen von — = -p gleich zu setzen. Sie wird also eine continuirlich 
wachsende Grösse, deren Differential 

ist. Die äussersten Grenzen dieser Grösse sind und cx>. Die zugehörige 
Constante B^ wird unendlich klein und zwar wird 

(3.) B, = ^/'{V,(y)-V,(y)]sinny.d9. 

Aehnlich verhält es sich mit den reellen Werthen von m. Genügt 
der Gleichung (10.) §. 6 der reelle Werlh m, so genügt ihr auch der onend-* 
lieh wenig grössere Werth 

. n . n 
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Also aoch die reellen Werthe tod m bilden eine continoiriidi wachsende 
Grösse, deren Differential 

(4.) dm = ^ = y 

ist. Die Grenzen sind wieder und x. In dem zogehörigen Werthe von 
C. (Gleichong (22.) §. 6) verschwinden die letzten Glieder des Nenners gegen 
das erste. Der ganze Ausdruck Bird unendlich klein. Eliminirt man die noch 
vorkommenden sin. und cos. von mc = mc durch die Gleichung (10.) §. 6. 
welche die Form 

Ctg«C = CtglllC = 1^ ^. 

annimmt« so erhält man 



r 



(5.) C. = 8>V«i^ im* + ar-rQ4ßmr 

Diese Gleichung gilt indess nicht für die imaginären \l'erthe von m. 
Es giebt deren in diesem Falle z^ei. Setzt man in Gleichung (10.) §. 6 
m = a±biy wo a eine reelle, 6 eine positive reelle Grösse bedeutet und 
f = y— 1 ist, so nehmen die Cotangenten den Werth ^i an, und die Glei- 
chung (10.) §. 6 erhält in dem einen oder anderen Falle die Form 

(6.) = ffi*±4f/*ifi^+a*. 

In dieser Gleichung ist das Vorzeichen des zweiten Gliedes das obere oder 
das untere, je nachdem der in i multiplicirte Theil von m positiv oder negativ 
ist. Diese Bestimmung enthält eine Beschränkung derjenigen Wurzeln dieser 
Gleichung vierten Grades, welche jener transcendenten Gleichung (10.) §.6 
f&r den Fall c = c' = oo genägen. 

Ich werde nachweisen, dass hierdurch b und a^ eindeutig bestimmt 
sind, dass also die betrachtete Gleichung (10) §. 6 in dem in Rede stehen- 
den Falle nur vier complex- imaginäre Wurzeln von der Form 

m = a+bi, a—bi, —a+bi, —a — bi 

hat; und ferner, dass, so lange die in der Gleichung vorkommenden con- 
stauten Coefiicienten positiv und von Null verschieden sind, immer ein solches 
b e^stirt. 

Durch die Substitution m=+sii wird die Gleichung (6.) 

(7.) = z'+Aßzi'+a*. 



V 
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Yon den vier Wurseln dieser Gieichimg können höchstens swei reell sein. 
Dies folgt ans der geometrischen Constmction der Curre 

fir alle positiven und negativen reellen Werthe der Abscisse «. Dnrch Dif- 
ferentiation ist 

«^ = 4(,'+3/?*»), 

6eide Differentialquotienten verschwinden für « = 0. Hier hat also die Corvo 

einen Wendepunkt. Auf der gan- 

len positiven Seite sind x und 

seine Differentialquotienten positiv; 

die Curve* liegt also hier auf der 

positiven Seite der Abscissenaxe 

und wendet dieser ihre convexe 

Seite SU. Fflr negative « bat x 

ein Minimum fhr 

M = -3/8- 
Hier wird 



d'x 



= « 



3^/9* 




Ist also (8\) Ä*<3*/9», 

so hat die Curve x einen Verlauf wie die Curve B in der Figur. Die 6M- 
chung (7.) hat also die beiden Wurzeln — Si und —«2, die gleich den Abscissen 
der beiden DurcbschnittspHnkte der Curve x mit der Abscissenaxe sind. Ist 

(8*.) «♦ = W, 
SO fallen beide Durchschnittspunkte zusammen, es wird «|=:S2. Ist aber 

(8^) a'>y/f, 
so schneidet die Curve die Abscissenaxe gar nicht, wie die Curve A in der 
Figur; es hat dann also auch die Gleichung (7.) keine reellen Wurzeln. 

Gilt die Bedingung (S"".) oder auch (8^.)) ^o zorffillt demnach die 
Gleichung (7.) auf folgende Weise in einfache Factoren: 

(9\) = (»+«.)(»+»«)(»-*-aO(Ä~*+«'). 
wo «1 und »2 positive Grössen sind. Die ersten beiden Factoren entsprechen 
also keinen Wurzein der transcendenten Gleichung (10.) $.6, die beiden 
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leisten Glieder nur dann den i4er Wnrseln m—±(a±bi\ wmn b peeilay iet 
Dies ist in der Tliat immer der Fall, wenn die CoefiBeienten der Gleidbmg (7.) 
positiv sind. Indem man die Coeffteienlen gleiclier Pot^nMn von a in den 
Gleichnngen (7.) nnd (9^.) einander gleich setst, erkilt man die Gleidinngen 

4/9 = -5i+a,-26, 

= (a'+6')(ai+a,)--26aia,, 

«♦ = ÄiaiCa'+i'). 
Ans der zweiten und dritten dieser Gleicliangen folgt sofort, dass b positiv 
ist, da alle anderen Buclistaben positive Grossen bedeuten. Femer ergiebt 
sich aus diesen beiden Gleichungen leicht die Relation 

und, da hierin nach der ersten der obigen Gleichungen die rechte Seite einen 
positiven Werth hat^ so ist 

was mit Gleichung (14.) §. 6 in Uebereinstimmung ist 

Ganz ebenso kann man in dem Falle verfahren, dass die Bedingung (8^) 
erfüllt ist. Dann hat die Gleichung (7.) keine reelle Wurzel, sondern ihre 
Zerlegung in Factoren hat die Form 

(9*0 = («-.6-.cii)(»-6+a»)(z+6,«a|i)(a+6t+ait), 
wo a, ai, by bi reell sind. Es soll bewiesen werden, dass sie auch positiv 
sind. Ich setze die Gleichung (9^.) der Gleichung (7.) identisch gleich und er- 
halte dadurch die Relationen 

= a'+b'+al+b]-Ub,, 

= {a^+b')b,^{a]^b])b, 

«♦ ^ {a'+b'){a]+b\). 
Die erste, zweite und dritte Gleichung können nur bestehen, wenn entweder 
6 und bi beide positiv oder beide negativ sind. Diese beiden Ffiile gehen 
in einander über durch Vertauschung der Buchstaben mit und ohne Striche in 
Gleichung (9^.). Ich darf daher beide positiv setzen, womit die obige Be- 
hauptung bewiesen ist. Von den Wurzeln der Gleichung (9^.) entsprechen 

daher nur die zwei 

J5 = b±ai 

Wurzeln der transcendenten Gleichung (10.) §. 6 und zwar den vier Wurzeln 

m = ±(«±W). 
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Diese Glaichung hat also üi «lleii durch, die Ungleicbheiteii (&) characterisirtan 
Fillen awei Paare complex^-imag^inirer Wurzeln. Aas der iweiten und dritten 
der letzten Gleichungen folgt ferner 

und daraus nach der ersten Gleichung 
dagegen ergiebt sich ebenso 

«i-6l<0. 

Im Folgenden habe ich somit ausser der unendlichen Reihe reeller m 

von den Wurseln der Gleichung (6.)) theils wegen der erwähnten Beschrin- 

kung, theils weil gleiche Wurzeln mit entgegengesetztem Vorzeichen in den 

Endausdrflcken der v^ sich nicht trennen, noch zwei, etwa 

m = ±a + W, 

zu beracksichtigen. Die angenAherten Werthe dieser Wurzeln sind für den 

Fall eines kleinen tj ^^^u ±1+1 ^ 

' ±a+« = — ^ — «. 

Für diese complex^imaginSren Wurzeln nimmt die Constante C. 
(Gleichung (22.) §. 6) eine von der fflr die reellen m gflltigen verschiedene 
Form an. Es verschwindet fllr m= ±a+bi, €2^0^ = 00 die Gr(tose 

gf I , f » 

im Nenner der Gleichung (22.)4 Der fibrige Theil des Nmners lisst sieh 
durch die Gleichung (6.) anf eine bequemere Fotm bringen» So erhAlt man 

(10.) Ci.+6/ - -^ 



2(l,-3i-^) 



Aus diesen Elementen lassen sich die Functionen q>i^ rpi^ tf^t und tff^ 
voUstAndig entwickeln. FOr jede dieser Functionen führe ich drei neue 
Functionen ein. Ich setze 



(11.) 






und verstehe unter den Functionen mit dem oberen Index (0) diejenigen Theile, 
die mit verschwinden; unter denen mit dem Index (1) die mit V^ ver^ 

33» 
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seliwindenden, und endlieh unter denen mit den Index (2, 3) oder (3, 2) dfe- 
jenigen, die fBr V2 (y) =t) ond V^ (y) =0 fortfallen. Jede dieser Fnneffonen Ist 
ans^ drei Gliedern zusammengesetzt. Das erste dieser Glieder ist das par^ 
ticnlare Integral , das von der Wnrsel m^+a+bi herrOhrt; das zweite 
schreibt sich ebenso von der Wnrzel —a+bi her. Ich werde ImFolgendett 
diese beiden Glieder, die sich nur durch verschiedene Vorzeichen unterscheir 
den, durch die Bezeichnung zu einem zusammenfassen, indem ich unter einem 
Summenzeichen JS beide Vorzeichen andeute. Das dritte Glied jener Functio- 
nen ist aus den particularen Integralen der sAmmtlichen reellen m und der 
mit ihnen zusammenfallenden n entstanden. Dieselben vereinigen sich nach 
der obigen Discussion der transcendenten Gleichungen zu einem zwischen den 
Grenzen und 00 auszuführenden Integrale nach dm^dn. 

Statt der gesuchten Functionen, Gleichungen ^(11.), entwickle ich eine 
allgemeinere Function x^ ^^^ *^^ derselben Weise aus drei anderen Functio- 
nen zusammengesetzt ist, 

(12.) ;f=/»)4-X<»>+Z^''». 
Durch specielle Annahmen erhalte ich aus dieser die vier gesuchten Functionen. 

Ich bezeichne zur Abkürzung 

mid unterscheide die Werthe, die diese Function fttr verschiedene Parameter 
f und q annimmt, durch Indices, so dass ich den Werth von p unten, dem 
von q oben an den Buchstaben / setze; ich bezeichne femer 

(14.) F(y) = {cos(2aW^ay)qFf8in(2fl6/--ay)}e-*5^.e-^*'-*'>'. 
Dann kann ich die Functionen / schreiben 

'" = Ah^1 Zi^±m\ M^'"'^^^)^ 

(IS.) {^^>^ = ij(_g_y_|±^jy-,y,(„,+r,(,.))F(,+,.)*. 

+2/s/"(lf,(,,)+»',(ir.)U,(jr+»J'(», 

u 

Hierin hat das Zeichen S die oben erwähnte Bedeutung. 
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Aus dieser FanctfoB x erhalte ich ^i^ wenn ich ^===0 nnd f=sl 
wtse; ^1, indem ich y = nnd ^ = setse; y^), wenn q=:0 gesetzt, and 
endlich ^3, wenn ansserdem noch die Indices 2 nnd 3 vertanscht werden. 
Dass dies richtig ist, ersteht man leicht ans den entwickelten Ansdrficken, die 
fast nnverlndert eingesetzt sind. Es ist nnr, nm Verwechsinngen zu ver^ 
meiden, die in den Gleichungen (3;), (5.) und (10.) vorkommende Integration 
nuch y durch eine solche nach der neuen Variablen jf,, ersetzt. Es ist femer 
die Ordnung der Integrationen nach dm und dyi vertauscht, was erlaubt ist, 
da die Grenzen beider Integrationen und 00 sind. Endlich ist das letzte 
Glied von j^"^^ durch theilweise Division in zwei einfachere aufgelöst worden. 

Die weitere Transformation der Ansdrflcke hat zuhAchst den Zwecke 
die Integrale / auf gewisse transcendente Functionen zurflckzuftthren, die den 
ersten Gliedern in jeder der Functionen x 9^* analog gebildet sind und, wie 
diese, die Constanten a und b und ausserdem a^ und 61, respective Si und Zsi» 
die Bestandtheile der anderen Wurzeln der Gleichung (6.), enthalten; 

Es ist nfimlich der zweite Factor im Nenner des Integrals J Gleichung (13.) 

{m'+aJ+iAßm'f 
nichts Anderes als das Product der rechten Seite der Gleichung (6.) mit dem 
oberen^ Vorzeichen in dieselbe mit dem unteren Vorzeichen. Es ist also 

(16.) {m'+a'f+i^m'f = nUm'^fi'). 
wo das Zeichen IT das Product der vier Werthe der Function tn^ — u^ be- 
zdchnet, in weldien das Argument fi^ gleich den Quadraten der Wurzeln 
der Gleichung (6.) gesetzt ist Die, vier Werthe vqn fi selber sind also ent- 
weder die Wurzeln der Gleichung (6.) für das obere Vorzeichen, oder die- 
jenigen fBr das untere. Um in der Folge die doppelten Vorzeichen zn 
vermeiden, setze ich fest, dass ßi den vier Wurzeln der Gleichung (6.) für 
den Fall des oberen Vorzeichens gleich zu setzen sei, dass also 

(17.) = fi*+a*+4ißfi^ 
sei. Ich werde weiterhin voraussetzen, dass die Bedingung (8''.) 

«*>3^/?*, 
welche fikr kleine Werthe der Reibungsconstanten gilt, erfüllt sei, dass alsp 
die Wurzeln der Gleichung (17.) die Formen 

(18.) fi =r ±a+«, ±a|-M 
besitzen. 

Demnach erhalte ich, wenn ich das Integral J in ParttalbrOche zerlege, 

vier Terme, welche von diesen vier Werthen von u abhAngen, ausserdem 
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fBr den Fall , dass 9 !> ist, noch Glieder, welche von der Warsei m == 
des Nenners der Gleichung (13.) abbfingen. Man sieht indess leicht ein, dass 
diese Glieder der aUgemeineren Function x &us den gesuchten Specialwerthen, 
den Functionen (p und y^^ verschwinden, da in diesen die Parameter p und q 
nor die Werthe und 1 annehmen und da insbesondere, nur wenn y == 
in setaen ist, gleichseitig p^O und q = l lA. Ich kann daher jene Glieder 
gleich hier fortlassen und erhalte so durch Zerlegung in Partialhrfiche unter 
Benolaung der Gleichung (17«) 

WO die nach /t ausauführende Summe sich auf die unter (180 anfgeftlhrten 
Werthe beaeht 

Da idi In der Folge gezwungen sein werde, den Ausdruck in einer 
Weise weiter tu transformiren, die fftr den Werth < == nicht erlaubt zu sein 
braucht, so halte ich es fitr zw^ckmfissig, hier einen Beweis dafür einzuschal«- 
ten, dass für t^O die gefundenen Werthe der Functionen 9>i, v^i^ V^a? V's 
wirklich gleich den gegebenen <hy W^, ÜP,, ^3 werden. Ein besonderer Nach- 
weis hlerfOr scheint mir namentlich deshalb ftweckmissfg, weil das Auftreten 
der doppelten transcendenten Glefchnng für m und n Bedenken erregen könnte. 

Aus Gleichung (19.) folgt filr 1 = 

(»0.) (/(„)=(-i).i^|^(/"^?^+i/-JS?=^)!, 

WO (J(t)) den Werft von J{y) fBr 1 = bedeuten möge. Den Werth der 
hierin vorkommenden Integrale erhfllt man fftr positive y durch ein- und zwei- 
malige Differentiation nach y aus dem des Integrals 

/V — /** dmsinifty 

Man findet ans der Differentialgleichung 

indem man beachtet, dass für y^O auch N = 0^ dass fttr y = oo aber N 
nicht =00 werden kann, für positive y 
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Bartuis folgt, unter derselben Bedingung y>0^ 

^ 

Es verschwinden also aus der Gleichung (20.) die von ±ai— 6|f abhftngenden 
Glieder, und man erhfilt unter Anwendung der in den Gleichungen (15.) ge- 
brauchten Bezeichnung durch JS 

wo wieder (F(y)) den Werth von F{y) für < = bezeichnet. 

Setzt man, indem man ^ = nimmt, dieseh Werth in d|e Gleichun*- 
gen (15.), so erhält man Uix t = 

also wird fQr l=:0 nnd y>^0 
(23.) jund ebenso 

( V. = S'.Cjr). 

Ffir y = folgt ms den bewiesenen Gleicbungen, da jfi immer >■ 
ist, für < = 

(24.) vr> = 0, vr=0. 

Die flbrigen vier Functionen hAngen ab von dem Integral 

(26.) m) = (-t)'^^(^/'^l- 

Nnn ist 

J^ »»-(a+W)* ~ 2(o+W) ( ^ **(i»-o)*+6' / *"(« + o)'+*M 

1 r.i /(»»— «»)*+6*\ , . . 26m T nt 

^ 2(5+60 U^^g Qi»+«)'+t*J +"''*^ a*+6*->»'J a == 2(^TÜ) 
nnd ebenso 

y «'-(o— 6»)* ~ 2(a— W)* 
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Also erhalt man aus Gleichang (25.) durch AtaUkrvmg der Integntionan 

{JW) - (-1) i-^i ±«+(64-3/J)t ±a,_(fc_5/r)« I 

oder 

(36.) (/(O)) _ (-!)•+ |^{-_-pj^-.-_^j— ^j. 

Setse ich diesen Werth mit den Torgescfariebenen Parametera f = 
und p=i in die Gleichangen (15.), nachdem in denselben jf = and 1 = 
gesetzt worden ist, so werden die ersten Glieder der Sumpae (260 durch di« 
Hilfie der ersten Glied« der Gleichungen (15-) zwstört. Ich finde demnach 
folgende fOr y =0 und 1=0 gOltige WerUie der Functionen/*^ und /^^: 

oder, wenn ich unter S wieder eine Summe nach den unter (18.) anfge- 
sihlten Wurzeln der Gldchung (17.) verstehe. 

Der Werth dieser Grössen als symmetrischer Fnnctionen aller Wuneln 4er 
61eichiilig (17.) lisst sieh ans dieser leicht bestimmen. Hau hat lonichst 

Snbstitnire ich nun b Gleichung (17.) 

BO wird dieselbe 

= (v+ W-4/?i(i^4-3/?)^+ixn* = /'(v). 
Dramach ist 

n{l(Ai^^ß) = n(y) = AO) = aU*- (ii-l) (3/3)\ 

Setzt man diesen Werth des Productes ein, so findet man als Werth der ge-* 
fuchten Summe 
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Ferner ist 



fAi(jii^3ß) 3ß \ fi^^ (Ai-ZßS 
Nun ist -2*—, als negativer Coefficient der ersten Potenz von ,a in Glei- 
chung (17.), dividirt durch das constante Glied derselben, gleich Null; aus 
demselben Grunde ist die zweite Summe gleich Null, da f{v) für Jl = 1 die 
erste Potenz von v nicht enthalt. Es ist also 

Endlich ist 



an auf 

(29-.) 



(30.) 



und hieraus erhält man auf dieselbe Weise 

1 _ _4_ 

Wendet man diese Theoreme (29.) auf die Formeln (28.) für q = 
und 9=1 an, so findet man für / = 

und hieraus in Verbindung mit den Gleichungen (24.) 

(31.) V^i=?P'i, (pi = 4^ für / = 0. 
Somit ist bewiesen, dass die vier Functionen ^i, v^i, ipi^i V^3 für den 
Werth ihres Arguments / = wirklich die beliebigen Anfangswerthe dar- 
stellen. Es ist also bewiesen, dass die aus den Gleichungen (15.) sich er- 
gebenden Ausdrücke dieser vier Functionen das vollständige Integral der 
Gleichungen enthalten. 

Zum Zwecke der für endliche Werthe von / gültigen Transformation 
der Gleichungen (15.) bringe ich den in Gleichung (19.) angegebenen Werth 
von J auf eine bequemere Form und zwar mittelst der folgenden bestimmten 
Integrale. 

$ ist, wenn m reell und 

/t = ±ai — bii ist, 



Es ist, wenn m reell 
.a = ±a+bi; 


und 


/ au • COS mu • e — 



/ rftt.sinmii.e"'" = 

< 

Joarual ffir Mathematik Bd. LIX. 


m 


Hefts. 







dn.cosmu.e ^"* = -J^ — - 



rfii. sin mii-e"^"* = 



34 
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Durch Benutzung dieser Theoreme erhalte ich aus der Gleichung (19.) 

in welcher das Zeichen -2" die bereits pag. 260 erörterte Bedeutung hat. Da 
die Ordnung der Integrationen verlauscht werden darf, so kann ich zuerst 
nach dm integriren und erhalte so 

' 4^71/ < v+a-(-6,-f-3/?. J y 

-:^(tt".-Vy'7'^-rrf„.e^-...e-'...e-^i. 

Im ersten Integrale ersetze ich b]^t+ "~^ und im zweiten 6a|/<+ ""^^ durch 
eine neue Variable. Indem ich zur Abkürzung bezeichne 
G{y) = e-^ye**'/*rftt{cosc±fsinr}c-"\ 

u 

G'(y) = e*'>^e''?'/*rf«{cosi?i + fsinr,}e-"', 

worin 

ü = a{2u]U-2bt + y), v, = öi(2f/) /-26|/-y) 

gesetzt ist, und die Grenzen 
sind, erhalte ich 

Damit ist die Function J auf eine Form gebracht, welche der der 
übrigen Glieder der Functionen / (Gleichungen 15.) vollkommen analog ist. 
Sie unterscheidet sich im Wesentlichen nur dadurch von jenen, dass die 
Functionen G{y) und G'{y) statt des in F{y) enthallenen Factors f*"' eine 
Klasse von Integral -Transcendenten enthalten, welche indess mit den Ex- 
ponentialgrössen sehr nahe vei-wandt sind. 

Um die gesuchten Functionen (p^ und yj in übersichtlicher Gestall zu 
erhalten, hat man nur noch nöthig, die nur durch verschiedene Vorzeichen 
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des Ima^iiären unterschiedenen Glieder der Gleichungen (15.) und (32.) auf 
gleiche Benennung zu bringen. Man findet dann aus den Grössen a, 6, «,, b^ 
zusammengesetzte Coefficienten, welche sich durch die aus der Gleichung (17.), 
für in = a+bi direct und nach Mulliplication mit {a—bif folgenden Relationen 

= a^_6a*6^+6*+«*-4/96(3a'-6'), 

raS^ l^^ 6(a^-6^)-/i(36^-.a^), 

^ '^ |.0 = (aH67~a*(36^-a'), 

^0 = (6 + 4/?)(a^ + 67-«*6(3a'-6^-), 

in denen a mit a^ und zugleich b mit — 6i vertauscht werden darf, verein- 
fachen lassen; zum Theil können sie durch die Gleichungen (29.) auf ein- 
ander zurückgeführt werden. 

Indem ich das Endresultat der Rechnung angebe, führe ich für die 
Coefficienten folgende Bezeichnung ein 

k -^ R ^ + ^^ _ R h — ^ß 



(34.) 



1*^ ~" ^ a' + (ö + ^Ä' ' *' - ^^ a]+(b[^m' 



6 (a' 4- 6') («' + (6 -1- 3/50'; ~ ' 6, («: + fcD C«! + (6. - 3/?)') ' 
fc_ 2 a(2fe-t-3/?) ,_ , 0,(26,-3/9) 

*4 - « («' + 6») („^ + (6 4. 3^)') ' '^^ - « («J + 61) (aj -f- (6. - 3./?)') • 

Ferner bezeichne ich zur Abkürzung 

\& =2abt~ay &i = 2aibit-\-aiy 



und 



(36.) 



(35 ) 

iCi-y)^y^y"du.cos(2au]U)e-"; C\y) = j^f du.cos{2a,n j/Oe""', 
js(-y) = l^y'rf«/.sin(2a?i]/0e-"'; S'(y) = j^f" du.s\n{2a,uit)e-!'\ 



worin die Grenzen w und u^ die frühere Bedeutung 
haben; und endlich setze ich 



34 



« 
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U(-y) = e-*'-c*''{(c-«''-C(-jr))cos^-S(-y)sind}, 

W'(y) = c*'V*?'{(C'(y)cos*x+S'(y)sm^.}, 

V'iy) = e'"re''*mC'iy)sm»,-S'iy)cos&,]. 

Von den gesuchten Functionen yi, Vo V21 V» J*'^**® ^^^ wur y, und 
V'j, weil sich aus letzterer unmittelbar ipi und tp3 ergeben; und zwar v, 
durch Vertauschung der Indices 2 und 3, und Vm indem man y = setzt. 
Ich erhalte so 



(38.) 



Vrf = a'*{-k,Ui-y)+k,U'iy)-k,V(-y)-k;r(y)}, 
Va" = 1'i{{i-Sk,)Ui-yH{i+dk,)U'(y)-3k,V(-y)+dk:,V'(y)], 
rp?'"' = 2/?/(V,(j,.)+¥',(y,)){(l-3Ä.)f^(-y-y.)+(l+3*.)l/'(y+yO 

-3ä, F(-y-y.)+3*; r(y+y.)}dy, 
+ — y y 'Pi(yi){cosm(jf-y,)-cosTO(y+y,)}c-""dTOrfy,. 



U 

Ganz ähnlich wird 



9*1 = v>i +yi +91 ' 



l^r = *{(l4-*.)l/(0)+(l-&.)f^'(0)H-*,K(0)-Ä;F'(0)}, 

(39.) Li'> =-^?Pi{ Ä,i/(0)- *3i/'(0)+*4F(0)+&;r(0)}, 

^(V) ^ ?^y(^,(y.)+y3(yi)){*3^-!r.)-*3l^'(y.)+*.F(-yO+*;F'(yO}rfy.. 

t) 

Ich wende diese Formeln zunächst auf den Fall an, dass keine Reibung 
stattfinde, dass also tj^ folglich auch ß=0 sei. Dann folgt aus der Gleichung (17.) 

o = 6 = a^ = 6j = «yi, 
es wird also auch 

Hl = »2 ~^ ^2 ^~^ ^3 ^^ ^? "4 ^^^ '•4 ^~^ "^ • 

Darnach ist aus den obigen Formeln für y = leicht der Werlh von (pi und 
tpi abzuleiten, der ohne Reibung stattfinden würde. Dagegen ist bei der Bil- 
dung von y/j und ^3 einige Vorsieht nöthig. Da im Eingange von §. 6 die 
Substitution 
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gemacht ist, so wird, wenn rj sich der Grenze nähert, für jeden endlichen 
Werth der Ordinate x die Grösse y sich der Grenze oo nähern. Für ^ = 
verschwinden also die Integrale C'{y) undS'(y), ferner S(--y), während C{—y) 
den Werth e"^°*' annimmt. Es verschwinden also für ?/ = und a? >> die 
Functionen U{—y)^ V'{y)^ y{—y) «nd K'(y). Was endlich das letzte in 
^^2,3) vorkommende Integral anlangt, so erhält man aus demselben, indem 
man in demselben 

setzt, die Form 

/ / %\Xi V —j{cosn{x—Xi)-'COsn{x'\^Xi)}e ^ dndxi^ 

welche unzweifelhaft zeigt, dass für 17 = der Werth des Integrals 



ist. 



<-ii) 



Die Formeln (38.) und (39.) geben also fOr 17 = 



vr =0, 


vr =0, 


t^{"' =-a'^sinaU, 


(pf^ = *coso»/. 


vJ'^ =0, 


vi'^ =0, 


y,i"- = W.cosa't, 


(p['' =-L^^smaU, 


vi'''^ = ^„ 


Vr^ = 5F„ 


vr = o, 


<pr=o, 



d. h. wenn in der Flüssigkeit keine Reibung stattfindet, so behält jedes Theil- 
chen der Flüssigkeit seine anfängliche Bewegung durch alle Zeit hindurch, 
während die Scheibe Pendelschwingungen macht, deren Periode 

ist. 

Findet Reibung statt, so muss, wenn diese Reibung, wie die Erfahrung 
lehrt, einen geringen Werth besitzt, die Bewegung der Scheibe diesen 
Charakter im Allgemeinen beibehalten. Die Bewegung der Flüssigkeit dagegen 
wird durch die Reibung wesentlich allerirt, sie verwandelt sich ebenfalls in 
eine periodische pendelarlige Bew^egung. Um dieses aus den entwickelten Glei- 
chungen abzuleiten, ist die Kenntniss der Constanten a, b, ai, b^ sowie eine 
nähere Untersuchung der Functionen C, S, C und S' erforderlich. 

Gestützt auf die Thatsache, dass die Reibungsconstante 77 aller bekann- 
ten Flüssigkeiten klein ist, entwickle ich a, b^ ai, b^ nach aufsteigenden 
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Potenzen von (i oder, was auf dasselbe hinauskommt, von ]/?/. Diese Ent- 
wicklung lasst sich sehr einfach ausführen, wenn man eine der (durch die 
Carlesianische Methode zur Auflösung hiquadratischer Gleichungen sich er- 
gebenden) Gleichungen 



o-\(^)'-^\'-i(^l. 



a' 



= ^bb,f^^{bb,+ß'\ 

benutzt. Da jede dieser Gleichungen nur eine positive reelle Wurzel besitzt, 
so bestimmt eine derselben, verbunden mit der aus der Gleichung (9*.) abge- 
leiteten Relation 

b und 6| ohne Zweideutigkeit. Aus den so erhaltenen Werthen findet man 
a und a, durch die Gleichungen 

welche sich leicht aus der Bedeutung der Coefficienlen der Gleichung (17.) als 
symmetrischer Functionen sammtlicher Wurzeln der Gleichung ableiten lassen. 
Man findet auf diese Weise 



a = 



3 ß' 



(40.) 



«i = :7o 



y2 2/2 a 

3 ß' 



•2 2V2 a 

V2 '^"^"21/2 a ' «•/•>- -» +* 

t Ä , r%j^ 3 ß^ MX, f^ 



2^*' 


15 ß' 


"a» 


8i/2 a* ' 


2^*' 


15 ß* 


*«' 


8/2 a' 




15 ß* 




8/2 «' 




15 ß* 



V2 ' ' ' 2/2 a 8/2 a» 

Jßs folgt hieraus die Bestätigung der wichtigen Bemerkung, dass a^b ist, 
dass also das Product der beiden Exponentialgrössen e^'' und e" ' in den 
Gleichungen (37.) für t = oo verschwindet. 

Was ferner die Functionen C, C'^ S und S' betrilFl, so ist zunächst 
zu bemerken, dass auch diese für t = oo verschwinden, wenigstens so lange 
y endlich bleibt. Für / = oc verschw inden deshalb auch die Functionen tff 
und (pi , obschon C und S in eine für t= oo ins Unendliche wachsende Ex- 
ponentialgrösse multiplicirt sind. Denn es ist, da t nur reelle Werthe hat, 

-1 < cos 2au }// < 1 , -1< sin 2au]'t < 1 , 
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folglich ist 

-p du . 6"" <,fdu . sin (2««)/«) . c""' <:f^dn,e 



,-u' 



Von diesem Integral ist aber bekannt, dass es sich mit wachsendem u weit 
rascher der Grenze Null nähert als die Exponentialgrösse e~'*\ Es müssen 
sich also auch die Integrale 

/* du . cos (2a// yO . e- '** und J" du . sin (2a?/ j/f) . e""' 

mit wachsendem u noch weit rascher der Grenze Null nähern, als die Exponenliai^ 
grosse e""'. Es verschwindet also für t=oo das Product der Exponentialgrösse 
e*''^ resp. e*»' mit positivem Exponenten in eine der Functionen C und S. 
Es verschwinden mithin für t = ex, die Functionen yj und 9)1 . 

Dies gilt indess nur für endliche Werthe von y. Wird y = oc gesetzt, 
t aber als endlich angenommen, so wird nach den Gleichungen (36.) 

C(-oo) = e-"*', C'(cx)) = 0, 
S(-oo) = 0, S'(oo) = 0, 

und auch diese Werthe machen rpi und ^^3 = 0. Diese Functionen nehmen 
also ebenfalls mit wachsendem y, folglich auch mit wachsendem x ab. 

Werden y und / beide = oc gesetzt, so wird C(—y) unbestimmt, 6"°** 
oder 0, je nach der Ordnung der beiden 00. In beiden Fällen wird aber 
y/2 = und tp^ = 0. 

Für den anderen Grenzwerth t = geben die Gleichungen (38.) und 
(39.) ebenfalls richtige Werthe, obwohl die Transformationen für diesen Werth 
nicht erlaubt zu sein brauchen. Es ist nämlich in Folge der gemachten 
Substitutionen (p. 266) 



V7 = « 


für 


y = und / = 0, 


dagegen 






Vt 


für 


^>0 und / = 0. 


Es ist demnach für / = 






c'(-y)=i, 




C'(y) = 0, y>0. 


C(0)=i, 




C'(0) = }, 


C(-y-».) = l, 




C'(»-fy,) = 0, y>0 
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und 

S(-»-»i) = 0, S'(y+y,) = 0. 

Setzt man diese Werthe ein, so findet man, in Uebereinstimmung mit den 
Bedingungen der Aufgabe, für t = 

Auf dem bereits erwähnten Verhalten der Integrale C, C, S und S\ 
mit wachsender unterer Grenze äusserst rasch sich der Grenze Null zu nähern, 
beruht eine für den Zweck der Beobachtung sehr brauchbare Annäherung, 
deren die Gleichungen (38.) und (39.) fähig sind. Hat t einen massig grossen 
WeHh erreicht, hat also die Scheibe einige Pendelschwingungen ausgefflhrt, 
so verschwinden die Integrale C, C'^ S und S' gegen die Exponenlialgrösse. 

Die Function C nähert sich periodisch von der Zeit / = an mit 
raschen Schritten dem Grenzwerthe 0, ebenso C für das Argument y = 0, 
also auf die Scheibe angewandt. Für ein y >> wächst C anfangs mit 
wachsendem t bis zu einem Werthe von t, von dem aus es rasch abnimmt; 
dieser Werlh von t ist um so grösser, je grösser y ist. Ganz ähnlich nehmen 
die Functionen S und S' anfangs mit wachsendem / zu, von einem bestimm- 
ten Werthe an aber rasch ab. Dieser Werth von / ist wieder um so grösser, 
je grösser y ist. 

Ein ganz ähnliches Verhalten zeigt das letzte in t/Zj^'^^ vorkommende 
Integral. Durch Ausführung der Integration nach dm wird aus demselben 

Diese Form zeigt noch deutlicher als die ursprüngliche, dass das Integral mit 
wachsendem t sehr rasch abnimmt und zwar um so rascher, je kleiner y ist. 

Ich bin darnach berechtigt, dieses Integral, sowie die Functionen C und 
S für grosse Werlhe von t gegen die Exponentialgrössen zu vernachlässigen. 
Der zu dieser Vernachlässigung nöthige Werth von t ist um so kleiner, je 
kleiner y ist; am kleinsten für y = 0. Ich begehe also bei der Anwendung 
der angenäherten Formeln auf die Scheibe, deren Bewegung beim wirklich 
angestellten Experimente das grösste Interesse bietet, den geringsten Fehler. 

Zugleich mit dieser Annäherung lasse ich eine zweite Vernachlässigung 
eintreten. Ich entwickle der besseren üebersicht wegen die constanten Coef- 
ficienten der Gleichungen (38.) und (39.) nach aufsteigenden Potenzen von ^tj. 
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In dieser Entwicklung vernachlässige ich das Quadrat der Grösse 

(41.) ;^ = >/24 

gegen 1. Bei meinen Versuchen ist diese Grösse in der That immer sehr 
klein. Es wird sich weiter unten ergeben, dass dieselbe dem Exponenten 
der geometrischen Reihe proportional ist, in der nach Coulombs Beobachtung 
die Amplituden der Scheibe abnehmen. 

So finde ich angenähert 

V»" = ^i{(l-3|-)cos(2a6/-ajr)-|*8in(2a6/-oy)jc-*5'e-<'"-*'>'. 



(42.) 



<p. = <pr+<p[''+<p?'''^ 



l^r = * j(H-|-)coB2aW— |-sm2o6/je-('"-*'>', 
yi" = -^ '^ \^cos2abt+(i- |-)8in2o6<j e-f«'-*'>', 



Diese abgekürzte Form der Gleichungen zeigt auf das Deutlichste den 
bereits erwähnten Charakter der entstehenden Bewegung. Die Scheibe sowohl 
wie die Flüssigkeit befinden sich in einer Art von pendelnder Bewegung, deren 
Amplitude mit wachsendem t wie mit zunehmendem y abnimmt. Die Periode 
dieser Oscillationen ist fOr jedes Flüssigkeitstheilchen dieselbe wie für die 
Scheibe; es ist nämlich die Schwingungsdauer derselben 

(43.) T=^=f«{l+;r+x'-|x' +•.•}, 

WO wie bisher 

ß 



X 



-yH 



a 



zur Abkürzung geschrieben ist. Dagegen ist der Zeitpunkt, in welchem ein 
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Flüssigkeitstheilchen eine Oscillation be^nnt, nicht derselbe wie der, in dem 
die Scheibe eine Schwingung anfängt. Die Oscillation beginnt um so später^ 
je weiter ein Theilchen von der Scheibe entfernt ist. Diese Verspätung be- 
trägt für ein Theilchen in der Entfernung x von der Scheibe 

Sie ist also um so grösser, je kleiner i]^ d. h. die Reibung ist. Die Geschwin- 
digkeit eines Flüssigkeitstheilchens ist um so kleiner, je grösser x ist; sie 
nimmt mit wachsendem x nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe ab; 
sie ist ferner um so grösser, je grösser die Reibungsconstante ist. Denn die 
Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional einer Exponentialfunction, deren 
Basis e und deren Exponent 

(45.) by = xa^j^{i^x+ix'-^U^^.-\, 

Mit wachsender Zeit nimmt die Geschwindigkeit wie die Amplitude in geo- 
metrischer Progression ab. Die auf einander folgenden Amplituden der Scheibe 
bilden eine geometrische Reihe, deren Basis e und deren Exponent 

ist oder in entwickelter Form 

' a 4M ' p r T 
Dieser Exponent ist also angenähert proportional der Quadratwurzel aus dem 
Reibungscoefficienten , femer angenährt proportional der Quadratwurzel aus 
- der Dichtigkeit der Flüssigkeit und endlich der vierten Potenz des Radius der 
Scheibe. Dies letztere Gesetz wurde bereits von Coulomb experimentell nach- 
gewiesen. 

Die Bestimmung von £ liefert ein bequemes Mittel zur Berechnung 
des Reibungscoefficienten 17. Man erhält durch Umkehrung der Reihe 

C4T, « = ^)/5^ = ^+(±)Vi(i.)V,(^)'+- 

Ausserdem kann 1; bestimmt werden aus der Aenderung der Schwingungszeit 
der Scheibe in Folge der Reibung. Ohne Reibung ist diese Zeit 
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Man erhalt durch Verbindungr dieser Gleichung mit der Gleichung (43.) 

(48.) ^^ = ;,+ .^^^i^ + ... 

Die Schwingungsdauer der Scheibe wird also durch die Reibung vermehrt, 
und zwar ist diese Vermehrung wieder angenähert proportional der Quadrat- 
wurzel aus Reibungsconstante und Dichtigkeit der Flüssigkeit sowie der 
vierten Potenz des Radius der Scheibe. Man findet durch Umkehrung der 
Reihe zur Berechnung von tj 



(«0 -^/^y4=^-(^.^)'+(^)'-(^)'+... 

Diese 3Iethode zur Bestimmung von rj ist freilich keiner grossen Genauigkeit 
fähig, da T wegen des raschen Aufhörens der Bewegung nicht sicher genug 
beobachtet werden kann. Doch liefert die Verbindung der Gleichung (49.) mit 
der Gleichung (47.) die zur Controlle der Theorie sehr schätzbare Relation 

(^''•)i+©'+ia)"+i©v-=i^-(^;+(^)-(^)+- 

zwischen dem Exponenten der geometrischen Reihe der Amplituden und der 
Vermehrung der Schwingungsdauer durch die Reibung, also zwischen Grössen, * 
die sich direct beobachten lassen. 

Es sei mir erlaubt, hier einige Beobachtungen *) folgen zu lassen, 
welche geeignet sind, den Grad der üebereinstimmung der hier entwickelten 
Theorie mit wirklich angestellten Versuchen zu zeigen. 

Vorher muss ich noch auf einige Aenderungen aufmerksam machen, 
welche mit den entwickelten Formeln vorzunehmen sind, bevor sie praktisch 
angewandt werden können. Es sind nämlich zwei Umstände, welche die Rein- 
heit des Experiments beeinträchtigen, nicht zu vermeiden. Die Scheibe muss eine 
gewisse Dicke haben und sie muss durch einen cylindrischen festen Stab mit 
der zweiten Scheibe in Verbindung stehen, welche ausserhalb der Flüssigkeit 
sich befindet, und vermöge einer Kreislheilung , die sie trägt, zur Ablesung 
der Amplituden dient. An beiden Theilen, am Rande der Scheibe wie an 
jenem Stabe, findet ebenfalls Reibung statt. Es handelt sich darum, diese 



*) Ausführlicher finden sich dieselben in der Abhandlung in Poggendorffs An- 
nalen mitgetheilt, welche die experimentellen Resultate meiner Untersuchung ent- 
hält (Bd,113). 

35» 
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zweierlei Störungen durch zweckmässige Nfiherungs - Rechnungen zu be- 
seitigen. 

Die Reibung, welche durch den Stab hervorgebracht wird, lässt sich 
auf einfache Weise eliminiren. Bei dem von mir angewandten Apparate trug 
der Stab. an seinem unteren Ende zwei kleine Scheiben, welche, indem sie 
gegen einander gepresst wurden, der grösseren, zur Messung der Reibung be- 
stimmten, zwischen beiden kleinen befindlichen Scheibe als Stütze dienten. Ich 
stellte nun die Beobachtung so an, dass ich einmal Schwingungsdauer und 
logarithmisches Decrement der Amplituden bestimmte, wenn der Apparat nur 
jene beiden kleinen Scheiben trug, und zweitens, wenn zwischen diesen eine 
grössere Scheibe sich befand. Indem ich nun die beiden auf diese Weise 
beobachteten logarilhmischen Decremente von einander abzog, erhielt ich in 
der DiiTerenz denjenigen Theil des Exponenten der geometrischen Reihe der 
Amplituden, der von der Reibung am freien Theile der eingeklemmten 
Scheibe herrührte. Auf diese Differenz habe ich erst die entwickelten Glei- 
chungen anzuwenden. So erhalte ich statt der Gleichung (47.) 

-'. = (T-^)+(T-^)"+ia-^)'+*(v-^)'+-- 



__ ngR^ 1/217 i/M". ngR^, J2v JU^ 

wo die mit dem Index 1 versehenen Grössen sich auf den nur mit den beiden 
kleinen zum Tragen der grösseren dienenden Scheiben belasteten Apparat 
beziehen. Hierfür kann ich schreiben, indem ich die Schwingungsdauer des 
Apparats in beiden Anordnungen ausserhalb der Flüssigkeit 

einführe. 



f — «, 



oder wegen der Kleinheit von Ri mit genägender Annäherung 



' '-^T.VT, 



(51.) Co.... = i^if = ^^li+(lri.)+i(l^)V... ! . 

Indem ich femer in Gleichung (50.) statt der Schwingungsdauer T^j im 
luftleeren Räume den in der Luft beobachteten Werth setze und demgemäss 
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statt e schreibe £~eg, wo «o das logarithmische Decrement der Schwingungen 
in der Luft bezeichnet, erhalte ich 

(5^., f^|,+(l=N)+j(i:z.)V...! =I-k|i_I^+(I=^ik)-_...|. 

Aus diesen verbesserten Gleichungen ist der Einfluss der unvoUkomm- 
nen Elasticitdt des Aufhängungsdrathes und der dadurch hervorgerufenen Ver- 
zögerung der Bewegung so gut wie vollständig eliminirt. 

Eine zweite Aenderung erfährt die Gleichung (51.) durch Berücksich- 
tigung der Dicke der Scheibe. Den Einfluss derselben zu schätzen, fähre ich 
eine kleine Rechnung aus. 

Ich erhalte nach dem am Eingange des §. 5 zur Motivirung der ein- 
geführten Vernachlässigungen Gesagten eine brauchbare Annäherung an die 
Wirklichkeit, wenn ich folgende Voraussetzungen mache. Durch Verlängerung 
der drei Flächen der Scheibe, der beiden Ebenen nämlich und des cylindrischen 
Randes, theile ich mir das flüssige Medium in fünf Theile, zwei volle Cylinder 
und drei cylindrische Ringe. Ich setze nun, wie es bisher geschehen ist, 
voraus, dass in den beiden vollen Cylindern, also über und unter der Scheibe, 
die Winkelgeschwindigkeit nur von der Entfernung x von der Fläche der 
Scheibe abhängt; und füge hinzu, dass im mittleren cylindrischen Ringe^ also 
für die in gleicher Höhe mit der Scheibe befindliche Flüssigkeit die Winkel- 
geschwindigkeit nur von der Entfernung von der Axe r abhängt: über die 
beiden anderen Räume mache ich keine Annahme. Die beiden gemachten 
Annahmen sind um so richtiger, je näher das betrachtete Theilchen der 
Scheibe liegt; bei der Berechnung der Bewegung der Scheibe selber werde 
ich also den geringsten Fehler machen. 

Nenne ich die Winkelgeschwindigkeit in dem in gleichem Niveau mit 
der Scheibe liegenden Räume tp^^ so hängt diese Grösse nach der gemachten 
Voraussetzung von der Differentialgleichung 

Q^dxf^ ^ d'tp, 3 ay/, 
fj dt dr* "^ r dr 

ab, zu der die Grenzbedingungen hinzutreten, dass für r = R 

und für einen unendlich grossen Werth von r = r;,, 

V/4 = 
werde. Die Differentialgleichung der Bewegung der Scheibe (Gleichung (5.) §. 5) 
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nimint die vollständigere Form 

an, wo S die Dicke der Scheibe bezeichnet. 

Da in der Differentialgleichung der Flüssigkeitsbewegung r immer 
grösser als R ist^ so vernachlässige ich 

-^ gegen -^; 

ich setze demnach 

8in(mT/-^(r,-r)) 

tp, = c ; y -e-" 

und begehe dabei einen Fehler von der Ordnung 

Zur Bestimmung von m erhalte ich jetzt statt der Gleichung (10.) §. 6 

= f»*4-«*-2/9i»'jctgf»c+ctgf»c'+4-|-ctgTOl/-^(r4-Ä)j 

und für c = c' = oo und r*=oo, sowie m = a±bi, entsprechend der Glei- 
chung (6.) §. 7, 

= ia±biy + 4iß(i+2^)(a±biy+a\ 

In den Werthen von a und b, sowie des logarithmischen Decrements und 
der Schwingungszeit wird also nichts weiter geändert, als dass statt R* zu 
schreiben ist R*+2Wd oder mit Vernachlässigung von (P gegen ß- 

d. h. der Halbmesser der Scheibe ist um die halbe Dicke derselben zu ver- 
grössern. Hierbei ist nach dem obigen ein Fehler von der Ordnung 

. R mR ]g mR* V g 
oder von der Ordnung 

begangen. Diese Grösse ist jedenfalls bei meinen Versuchen immer zu ver* 
nachlässigen. Sie beträgt z. 6. fär Wasser und meine kleinste Scheibe nicht 
mehr als einige Tausendtheile. 
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Hiernach erfährt durch Berücksichtigung der Dicke der Scheibe die 
Gleichung (51.) nur die Aenderung, dass in derselben R*+2R^^ statt R* 
und R\ + 2Rl(yi statt Rt zu schreiben ist. Diese so geänderte Gleichung und 
die Gleichung (52.) wende ich auf meine Beobachtungen an. 

Die Resultate dieser Beobachtungen, die ich mit vier verschiedenen 
Scheiben aus verschiedenen Stoffen in Luft und destiUirtem Wasser angestellt 
habe, sind in folgender Tabelle enthalten. Jede Zahl dieser Tabelle ist aus 
einer oder mehreren Reihen von Beobachtungen, deren Zahl ich beigefflgt 
habe, nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet. Die logarithmischen 
Decremente sind nicht auf natürliche sondern briggische Logarithmen be- 
zogen, also mit dem Modul 2,3025... zu multipliciren. 



- 


'^^''*^^' Dicke 
messer 

der Seheihe 

in pariser 

Linien. 




Schwin- 
guuga- 
Kcit 
in d« 

in Se- 
kunden. 


Lugarith- 
mische» 
PeGreniqtit 
r Luft 


4 

11 

41 


hl 

s2' 


li 


Seh Win- 
giinga- 
x«lt im 
W&8äcr 

T 
in Su- 
eunden. 


i 
^1 




U 


Lugarith- 

misches 

Decrement 

im Waaser 

f 


1! 




211 


pT 


2,302ä... 


2 3025... 


33 


Gkescheibü 


bhBS 


i;27 


ii 


7,9026 


0,000723 


30 


16,9c 


11 
16,0c 


8,0264 


10 


17,3c 


16.1c 


0,02532 


39 


Kleinere MoMüig»cfaeibe 


49,57 


0,60 


16,9 


8,0272 


0,000935 


16 


16.4 


t5,l 


8,1333 


9 


16,4 


15,1 


0,02078 


38 




§9,79 


0,56 


16,5 


9,a352 


0,000837 


28 


17,4 


14.9 


9,6192 


16 


17,4 


14,9 


0,05995 


33 


Wei ssb J echscheiba 


95.3 t 


0,22 


17.3 


9,4220 


0,001690 


15 


184 


14,0 


11,05 


to 


15,8 


13,95 


0,17916 


20 


Ohne ächeihe 


21,68 


0,58 


18,0 


7,5370 


0,00060S 


32 


21.55 


17,3 


7,5471 


13 


21,55 


17,3 


0,00166 


13 


Weiafihlech»ch«ib€ 


95,31 


0,22 


21,5 


9,4450 


0,001624 


16 


21,2 


18J 


10,913 


11 


21,2 


18,7 


0,16951 


1! ^ 


GrUBsere Messingschoibe 


69,79 


0,56 


18,55 


9,2333 


0,000828 


26 i 


20,1 


16,85 


9,6680 


13 


20,1 


16,85 


0,05891 


17 


Kleinere 


49,57 


0,60 


20,15 


8,0284 


0,000673 


26 


17,8 


14,85 


8,1368 


16 


17,5 


14,80 


0,03007 


m 


GUsächeihe 


51,68 


1,37 


J8,6 


7.9113 


0.Ü00711 


29 


18,9 


15,9 


8,0407 


18 


18,9 


15,9 


0,02544 


3» 



Die in dieser Tabelle in der mittleren Horizontalreihe unter der Rubrik ^ohne 
Scheibe^ aufgeführten Zahlen sind die numerischen Werthe der in den vor- 
hergehenden Formeln durch Indices unterschiedenen Grössen 2Ri\ <?, , Td u. s. w. 
Hieraus erhalte ich durch lineare Interpolation für die Temperatur des 
Wassers von 15'',5C 





Temp. 
der 
Luft 


2,3025 


^0 


2,3025 


Temp. 

der 

Luft 


T 


To 


T— i;, 




2,3025 


Ohne Scheibe 




17,6 


0,00166 


0,00061 


0,00105 




20 


7','5471 


7;'5370 


0,0101 


Kleine Messingscheibe 


17,0 


0,02065 


0,00093 


0,01972 


17,0 


8,1277 


8,0273 


0,1004 


Glasscheibe 


18,1 


0,02567 


0,00071 


0,02496 


17,9 


8,0979 


7,9079 


0,1900 


Grosse Messingscheibe 


18,7 


0,05963 


0,00083 


0,05880 


18,7 


9,6344 


9,2329 


0,4015- 


Welssbleohscheibo 


18,5 


0,17601 


0,00167 


0,17434 


19,1 


11,00 


9,4318 


1,57 
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Aus den angegebenen Zahlen finde ich als Werth der durch Glei- 
chung (51.) bestimmten Constante, bezogen auf Centimeter und Secunden als 
Einheiten. 

für die kleine Messingscheibe 0,0003258, 

- - Glasscheibe 0,0003243, 

- - grosse Messingscheibe 0,0003175, 

- - Weissblechscheibe 0,0003180. 

Diese Zahlen stimmen zwar nicht vollständig unter einander überein, sie unter- 
scheiden sich aber um weniger als :jV ihres absoluten Werthes. Vergegen- 
wärtigen wir uns die angenäherten Voraussetzungen der Theorie, so zeigt sich, 
dass der Werth der in Rede stehenden Constante um so grösser ausfallen 
muss, je kleiner der Radius der angewandten Scheibe ist. Denn es wurde 
im Eingange erörtert, dass die Constante tj um so grösser ausfällt, je kleiner 
die Scheibe ist. Die Richtigkeit dieses Raisonnements wird durch die ange- 
führten Zahlen bestätigt. Dieselben nähern sich einer gewissen Grenze, die 
bei den beiden grösseren Scheiben so nahe erreicht zu sein scheint, dass die 
Abweichungen von der Ordnung der Beobacbtungsfebler sind. 

Man kann hiernach die angestellten Beobachtungen als eine gute Be- 
stätigung der Theorie, mithin als einen Beweis für die Richtigkeit der Newton- 
sehen Hypothese ansehen, nach welcher die Reibung zweier Flüssigkeitsschichten 
proportional dem Unterschiede ihrer Geschwindigkeiten ist. Man kann weiter 
aus ihnen schliessen, dass die von mir benutzte Coulombsche Methode geeignet 
ist, die Werthe der Reibungsconstanten von Flüssigkeiten mit einer solchen 
Genauigkeit zu bestimmen, wie sie in der Regel bei physikalischen Constanten 
ähnlicher Art nicht besser erreicht wird. 

Als Werth der Constante der inneren Reibung des Wassers bei 15^',5C. 
erhält man aus den obigen Beobachtungen 

T] = 0,0132, 

bezogen auf Centimeter und Secunden. Die Bedeutung dieser Zahl ist darnach 
folgende. Bewegt sich Wasser in horizontalen Schichten, und ist die Ge- 
schwindigkeit f? einer Schicht in der verticalen Höhe x über dem Boden eine 
solche lineare Function von x^ dass der Coefßcient von x die Einheit ist: 
ist also 

so ist die von einer Schicht auf die benachbarte auf der Fläche eines Quadrat- 
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centimeters in einer Secunde aasgeübte Reibung gleich 

0,0132 Gramm. 

Eine weniger gute Uebereinstimmung zeigen die Beobachtungen mit 
dem durch Gleichung (52.) dargestellten Gesetze. Ich finde als Werthe der 

linken Seite rechten Seite dieser Gleichung 



bei dem Apparate ohne Scheibe 
- der kleineren Messingscheibe 

- Glasscheibe 

- grösseren Messingscheibe 

- Weissblechscheibe 



0,0008 . . . 0,0013, 

0,0147 . . . 0,0124, 

0,0186 . . . 0,0235, 

0,0451 . . . 0,0417, 

04473 . . . 0,144. 

Indess zeigen beide Zahlenreihen im Ganzen dasselbe Gesetz; und mehr ist 
bei der Unsicherheit der Bestimmung der Differenz T—To, die namentlich aus 
der Veränderlichkeit der Schwingungszeiten entsteht, nicht zu erwarten. 

Ich habe zweitens dieselben Beobachtungen benutzt, die Gesetze der 
Reibung der atmosphärischen Luft zu untersuchen. Durch Reduction der in 
der Luft angestellten Beobachtungen auf 18^^C erhalte ich folgende Zahlen. 
Ich füge zugleich den Werth des Trägheitsmoments M in Centimetem bei. 





To 


«o 


M 




2,3025 




Obne Scheibe 


7,5370 


0,000608 


12890 


Kleine Messingsobeibe 


8,0276 


0,000846 


14630 


GlasBcbeibe 


7,9084 


0.000715 


14210 


Grössere Messingscbeibe 


9,2304 


0,000830 


19300 


Weissblecbsoheibe 


9,4258 


0,001679 


20140 



Die angegebenen Exponenten fo bestehen aus drei Theilen, von denen der 
erste von dem Widerstände des Aufhängungsdrathes, der zweite von der Reibung 
der Luft an der angewandten Scheibe und der dritte von der Reibung der- 
selben an der getheilten Scheibe herrührt. Mache ich über den Widerstand 
des Draths die Voraussetzung, er sei proportional der Winkelgeschwindigkeit 
des Apparats, so erhalte ich mit Vernachlässigung aller Glieder höherer Ord- 
nung für fo den Werth 

€. - * mT ^""^ 4M 



(53.) 



■ y27i?y„eo^.. 



Hierin bezeichnet a die Widerstandsconstante des Drathes, Rh und Jo Radius 
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und Dicke der getheilten Scheibe, i;» und (»o Reibungsconslante und Dichtigkeit 
der Luft. Bei meinen Versuchen war 

2Ä,, = 69'",60 par., (y,. = 0'",58 par. Mass. 
Hiernach berechne ich aus den Zahlen obiger Tabelle die beiden Constanten 
« und V%(^u nach der Methode der kleinsten Quadrate. Ich finde, ebenfalls 

in Centimetern, 

a == 1,369, 



V%Po = 0,0006772, 

und setze ich die Dichtigkeit des Wassers gleich der Einheit und daher 

770p., = 1, 
so folgt 

ri,, = 0,000353, 

so dass die Reibung des Wassers nur etwa 35 mal so gross ist wie die der Luft. 

Durch Einsetzung der gefundenen Werthe in die Formel (53.) erhalte 

ich eine sehr erfreuliche Uebereinstimmung. Ich erhalte folgende berechnete 

Werthe von ^ ° , denen ich die beobachteten zur bequemen Vergleichung 

zur Seite stelle. 

Berechnet. Beobachtet. DiiTerenz. 

Ohne Scheibe 0,000662 . . . 0,000608 . . . + 0,000054 

Kleine Messingscheibe 0,000718 . . . 0,000846 ... - 0,000128 
Glasscheibe 0,000760 . . . 0,000715 . . . +0,000045 

Grosse Messingscheibe 0,000861 . . . 0,000830 . . . +0,000031 
Weissblechscheibe 0,001 676 .. . 0,001 679 ... - 0,000003. 

Aus dieser überraschenden Uebereinstimmung geht hervor, dass die Voraus- 
setzungen der Theorie bei Schwingungen in der Luft weit besser erfüllt sind 
als bei der Bewegung im Wasser. Dies hat einfach seinen Grund darin, dass 
die Theorie die Voraussetzung enthalt, dass tj eine kleine Grösse sein solle; 
eine Voraussetzung, die bei der Luft besser erfüllt ist als beim Wasser. 

Ich habe stillschweigend hier die für incompressible Flüssigkeiten ent^ 
wickelten Gleichungen auf die Luft übertragen. Ich habe also die in Folge 
der Centrifugalkrafl eintretenden Verdünnungen und Verdichtungen vernach- 
lässigt. Dass bei den langsamen Schwingungen meines Apparats diese Vor- 
aussetzung zu machen erlaubt ist, beweisen die obigen Zahlen. 

Ein Punkt verdient noch hervorgehoben zu werden. Die Beobaclitun- 
gen zeigen, dass der Stoff der Scheibe ohne Einfluss auf die Reibung ist. 
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Ich hatte also Recht, £ == c« zu setzen oder anzunehmen, dass die Flüssigkeit 
fest an der Scheibe haftet. Im folgenden §. werde ich ein Experiment be- 
handeln, bei dem dies nicht erfüllt ist. 



Integration für den Fall zweier Flüssigkeiten. Mittel zur Bestimmung der 

äusseren Reibung*). 

§. 8. 
Mit demselb.en Grade der Annäherung, wie die Rechnung des vorigen 
§. , lässt sich die allgemeinere Aufgabe lösen, bei der die Reibung E der 
Flüssigkeit an der Scheibe nicht oo ist. Es kann dabei zugleich noch die Flüssig- 
keit über und unter der Scheibe als verschieden vorausgesetzt werden. Doch 
führt dies allgemeinere Problem zu so complicirten Endformeln, dass ich vor- 
gezogen habe, den speciellen Fall des vorigen §. vollständig durchzufahren 
und die Behandlung der jetzt vorliegenden allgemeineren Aufgabe nur anzu- 
deuten. Die vollständige Analogie mit dem Früheren führt fast ohne Rechnung 
zu angenäherten Formeln, die für die Beobachtung zu verwenden sind. 

Das Interesse dieser Aufgabe gründet sich auf ein Experiment, das 
die Bestimmung der gegenseitigen Reibung zweier Flüssigkeiten zum Zweck 
hat. Bei diesem Experimente befindet sich die Scheibe unmittelbar über oder 
unter der Grenzfläche zweier über einander gelagerten Flüssigkeiten, doch so, 
dass sie ganz in einer der beiden Flüssigkeiten schwingt. Auf die Scheibe 
wirkt also auf der einen Seite die Reibung der sie umgebenden Flüssigkeit, 
auf der anderen die Reibung der dünnen Schicht derselben Flüssigkeit, die 
sieb zwischen der Scheibe und der Grenze befindet, und die gegenseitige 
Reibung beider Flüssigkeiten. Ist jene Schicht zwischen der Scheibe und der 
Grenze sehr dünn, und wird zugleich die Scheibe von dieser Flüssigkeit be^ 
netzt, so kann angenommen werden, dass die Schicht überall die Winkel- 
geschwindigkeit der Scheibe habe. Es fällt also dann das Problem mit dem 
erstgenannten zusammen, wenn nur in den Formeln für die eine Fläche der 
Scheibe E = oo gesetzt wird. 



*) Die beiden folgenden Paragraphen bilden den Inhalt meiner Dissertation : de 
mutua duorum fluidorum frictioDe. Regimonti Prussorum. 1860. 
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Nach §. 5 habe ich auszugehen von den Differentialgleichungen 

^ ^^ V, dt ~ dx' ' »/, dt ~ dx* ' 

(2.) M^ = -^^.+^«'\n,^+„^l_,. 

zu denen die Bedingungen hinzutreten, dass 
(3.) fürx-0 = E,{f,-,fr,) + f],^: = JB3(v/,-y',) + r/,^'-, 



(4.) ^ 

werde, und endlich, dass 

(5.) für t = (pi = *, v/i = y^i, V'j = y^2, v^a = '^3 
sein solle. Die Bezeichnung' ist der bisherigen ganz gleich. Die Constanten 
der beiden Flüssigkeiten sind durch die Indices 2 und 3 unterschieden. Die 
Anwendung auf das genannte Experiment wird erhalten, wenn E^ oder E^ — oc 
gesetzt wird. 

Diese Gleichungen vereinfache ich durch ähnliche Substitutionen, wie 
zu Anfang des §. 6 eingeführt wurden. Zunächst ersetze ich die Coordinate x 
durch eine neue Variabele, und zwar auf doppelte Weise. Bezeichnet näm- 
lich X die Entfernung eines Theilchens der durch den Index 2 unterschiedenen 
Flüssigkeit, so setze ich 

(6-.) x = y..^'^',' 

bezieht es sich auf eine Stelle der anderen Flüssigkeil, so substituire ich 

(6*.) X = yJ^. 

In der Regel werde ich indess, da kein Missverständniss daraus entstehen 
kann, die Unterscheidung der beiden y durch Indices unterlassen und einfach 
y schreiben. Ich setze ferner 

(7.) C2 = c|/-^. und C3 = c'|/-^, 

ausserdem wie früher 

i». ; « - ^, ih - — 4g — , ih - — 4jj — , 

und endlich 

(8\) ^.= Ä; C3=^- 
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Durch diese Substitutionen erhalte ich statt der Gleichungen (1.) und 
(2.) die einfacheren 

(9.) i^=:^!^, gV^3 ^5>, 



f ^ 



0/ dy* ' dt dy 

(10.) !^ = -„.^. + 2|ä^+A^,^, 
und es. werden die Grenzbedingungen 

(11.) j - j^ = c = v/2, 

und endlich 

(12.) für t = (p, = <P; V/i=¥^i; V^2=%{y)\ % = V,{y). 
ich integrire die Gleichungen durch dieselben particularen Integrale wie früher, 
indem ich setze 

(*^) Wr, = {A2S\nmy+B2COsmy}e-^'^'', 

\ V^ = {^3 sin my + B^ cos my} e-"^'\ 

und zwar nehme ich sogleich an, dass die Constante m für alle Functionen die- 
selbe sei, da den Grenzbedingungen für jeden Werth von t genügt werden soll. 
Die Grenzbedingungen (10.) und (11.) werden wieder durch ein doppel- 
tes System von particularen Integralen erfüllt, von denen das eine die der 
Scheibe und den Flüssigkeiten gemeinschaftliche, das andere die den Flüssig- 
keiten allein zukommende Bewegung darstellt. Verstehe ich unter m eine 
Wurzel der Gleichung 

(14.) = mr+a^—im^lßi- -. — p Vßi- — in — ? ir L 

ferner unter n eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 

(15.) tgnc = -»^2, tgnc' = -«^3, 
so sind die vollständigen Werthe der Functionen 

(16.) i^p, = -S.C.P-(»)e--''+^-2*.5.(?-(y)e-^ 
V^3 = :S^C^P:(y)e-'*^j-2^B^Q:{y)e 



,— «»/ 
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Hierin ist zur Abkürzung gesetzt 

(17-) . ,^_|^ . 

und es bezeichnet -2*^ eine Snmmirung nach allen Werthen von «•% -Z*. eine 
solche nach allen Werthen von n^. 

Die in den Gleichungen (16.) noch vorkommenden, von m, respective 
n abhängenden Constanten C. und B, können durch die Gleichnngen (12.) 
fast ebenso bestimmt werden wie im oben behandelten specielleren Probleme 
in §. 6. Durch Einsetzen der gefundenen Functionen aus den Formeln (16.) 
in die Gleichungen (12.) erhalte ich 

(18.) y,(y) ^ ^.C.P-{y) + ^:S.B.Q'{y). 

l 

f^.iy) = :S C.P-(jf)-~^-2-5.(?-(,), 

und hieraus finde ich vermöge der Bedeutung von m und n als Wurzeln 
der Gleichungen (14.) und (15.) 

,o > c(1-{-«'g)-fg. c'(!^«*g^) + g. > 
1* •' A ^ 7, ♦ 

1 =/>.(»)(>"(y)rfy-/''v'3(y)W(y)«/y. 

(19.) / 

jiC.|l-3^+2/?,p+2/VJ 

= ^. + -S^*+2Ä/"¥'^(y)P-(,)rfy+2A/'V,(y)Pr(y)rff, 

(I 

wenn ich bezeichne 

Damit sind alle Constanten bestimmt, sowie simmtlichen Bedingungen der 
Aufgabe genügt. 

Man überzeugt sich leicht dasg die in $. 6 entwickelten Formeln nur 
einen speciellen Fall der hier abgeleiteten enthalten. Es ist femer einfach 
nachzuweisen^ dass den Gleichnngen (14.) und (15.) dieselben bemerkens- 
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werthen Eigenschaften zukommen, wie den speciellen Gleichungen (10.) und 
(9.) des §. 6. 

Zunächst ist die Summe der Anzahl der reellen Wurzeln der Glei- 
chung (14.) und der der Wurzeln der Gleichungen (15.), denen bekanntlich 
kein imaginäres n genügt, unabhängig von den Werthen der in diesen Glei- 
chungen vorkommenden Parameter Cy dy /ij? ftz-i ^2 und ^3. Der Beweis lässt 
sich, wie früher §.6, auf geometrischem Wege führen. Conslruirt man die 
Curven, deren Ordinaten 

,j C08 mc , ,3 cos WC* 



sinwo-l-^StCOSfnc ~^^ ^ sin wc' + »1^3 cos mc' ' 
(21.) ^und 

*^ — ^iir- 

sind, für alle positiven reellen Werthe der Abscisse m^ so erhält man in den 
Abscissen der Durchschnittspunkte beider Curven die sämmtlichen positiven 
reellen Wurzeln der Gleichung (14.), von denen die negativen nur durch 
das Vorzeichen unterschieden sind. Die Curve «i besteht aus einem unbe- 
grenzten Systeme von Curvenzweigen, in deren jedem mit wachsender Abscisse 
m die Ordinate ^l continuirlich von +00 bis —00 herabsinkt. Dagegen hat 
die Ordinate «2 der anderen Curve nur positive Werthe, sie wird -^ für 

i»=0 und m=oo und erreicht ein Minimum für m = a|/3, wo sie den Werth 

4 
j52 = ^a|/3 annimmt. Folglich tritt ein Durchschnitt beider Curven immer 

zwischen einem Werthe von 1», der «i = no macht, und dem nächstfolgenden 
ein, durch welchen J5i = — 3o wird. Die Curven haben demnach soviel Djurph- 
schnittspunkte , als es Werthe von m giebt, welche JSi = oc. machen. Diese 
Grösse j^i wird aber so oft 00, als einer der Nenner der beiden Glieder der 
ersten Gleichung (21.) verschwindet. Verschwinden durch besondere Werthe 
der Parameter beide gleichzeitig, so fallen zwei Wurzeln der Gleichung (14.) 
zusammen. Der Werth von m aber, bei dem beide Nenner verschwinden^ 
erfüllt die Gleichungen (15.). Diese Gleichungen haben demnach eine gemein- 
schaftliche Wurzel immer dann, wenn zwei der Wurzeln der Gleichung (14.) 
gleich werden, und zwar ist dieselbe etwas kleiner als der gleiche Werth 
dieser Wurzeln der Gleichung (14.). Die Grösse der in den Gleichungen (14.) 
und (15.) vorkommenden Parameter hat also keinen Einfluss auf die Zahl ihrer 
reellen Wurzeln zusammengenommen. 
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Was die imaginären Wurzeln der Gleichung (14.) betrifft, so ist zu- 
nächst leicht einzusehen, dass sie keine rein imaginäre Wurzel besitzt. Denn 
setzt man in derselben 

m = bi, 
so erhält man die Gleichung 

welcher weder ein positives, noch ein negatives b genügen kann. Dagegen 
besitzt sie complex- imaginäre Wurzeln von den Formen 

m == a + biy a—bi, —a-\-b%, —a — bi, 

worin unter a und b positive reelle Grössen verstanden sind und, wie früher, 
1 = y^—l ist. Diese Grössen haben, wie die früher ebenso bezeichneten, die 
Eigenschaften^ dass 

a > 6 
und dass 

a' + b' < «% 
dass also auch 

2ab < a' 

ist. Dies folgt sofort aus folgenden mit Hülfe der Gleichung (14.) gefundenen 
Werthen bestimmter Integrale. Genügen m und mi dieser Gleichung, so ist 

'**^ sin m(c — y) sin m^ (c — y) 



2ß/ 

(I 

, 2/J r ' 8iDm(c^~y) 8iniit,(c^~y) 

'y sin fwc' 4- iwt. cos mc' siniw.c'-f-m. f. cosm.c' ^ 



sin mc 4" wif, cos »m; sin m, c + m, ^ cos m, c ^ 



sin fwc' + ^fiii cos mc' 8in>w,c'+*», SjC08m,c' 

Setzt man hierin m = a+bi, mi = a — bi^ welche Grössen beide der Glei- 
chung (14.) genügen, wenn eine sie erfüllt, so wird die linke Seite dieser 
Gleichung zu einer Summe von Quadraten reeller Grössen, also positiv. Die 
rechte dagegen wird 

Es ist also nach der letzten Bemerkung 

(22.) (-^)-l>0 oder a^+6*<«' 

folglich auch, da a und b reell sind, 

(23.) 2ab < a\ 
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Dies heisst^ wie sich weiter unten zeigen wird, dass die Schwingungsdaner 
der Scheibe durch die Reibung vergrössert wird. 
Es ist ferner ebfenso 

cos m(c — y) cos m^ (c — y) 



sin mc + wij^ cos tnc sin m, r + ^», ^ cos m^c ^ 



2(3/' 

ü 

+ ^'V sin mc'+< cos mc' ' sinmy+m,4>osm.c' ''^ " " m'mj ' 

Wird hierin wieder f» = a + 6i, f»i=a--6« gesetzt, so wird die linke Seite 
als Summe von Quadraten positiv, während die rechte den Werth 

^^ Ca' + by 
annimmt. Zum Bestehen der Gleichung ist also erforderlich, dass 

(24.) a'>6- oder a>b 
ist. Dies zeigt, wie ich ebenfalls spSter nachweisen werde, dass die Amplituden 
der schwingenden Schübe in Folge der Reibung mit wachsender Zeit abnehmen. 
Ist « = 0, so folgt aus demselben Theoreme, dass für diesen Fall die 
Gleichung (15.) keine imaginäre Wurzel besitzt: und dies heisst, physikalisch 
gesprochen, dass eine periodische Bewegung der Scheibe und der Flüssigkeit 
nur in Folge der Torsionskraß des Drathes^ nicht der Reibung der Flüssig- 
keit entstehen kann. 

§. 9. 

Diese im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln wende ich auf 

den speciellen Fall an, in welchem beide Flüssigkeiten unbegrenzt sind. Ich 

setze zu dem Ende 

(1.) e = c' = cc. 

Ich untersuche znnfichst die Wurzeln der transcendenten Gleichungen. 

Die Gleichungen (15.) §. 8 liefern die Doppelgleichung 

(2.) lg»c = —«^2 = —nCz-i 

der im Allgemeinen nur die Wurzel n = genügt. Nur in dem Falle ^0 = ^3, 

also z. B., wenn beide Flüssigkeiten gleich sind oder wenn beide die Wand 

benetzen (^ = 0), besitzt sie ein unendliches System von reellen Wurzeln. 

Diese bilden für c = 00 eine continuirlich von bis xj wachsende Grösse,' 

deren Differential 

(3.) dn = ^ 
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ist. Denn wem der Gleickvar 2/ die Wand m senct. 20 senci flu- 
ebenfalls die oneDdlidi weni? grosse r e 

m — dm — # — — - 

r 

Die logehöfire Conslaiite B^ Gleichanf 19 $. S) verschinoidet weeen 
jv = für den Fall, dass T« Ton T. Ter^^rUeden ist. Sind beide Eleidi. so 
wird sie fnr r = r = t!c onendlidi klein, nnd xwar wird nacb GieidmnE 3. 



Es reduciren sich also in diesem Falle die von ^amnitliciien Worxein m ab- 
hängenden particnlaren Losungen in einem zwischen den Grenzen nnd >^ 
nach dm and dg aBSzafnhrenden Doppelintegrale. 

Aehnlich verhalt es sich mit den reellen Wurzeln der Gletchnng 14. 
§. S. Dieselbe ven% andell sich fnr r = c' in eine in Bezng auf Igmc tpa- 
dratische Gleichnng. der ich die Fonn 

5.; = 2»^sin'»e-->5fu^n»^«>^«^-3»aiCOS^«M^ 
gebe, indem ich znr AMnrznng setze- 

! 5fa. = i 'fiXi-'l:^: m'-Z.Z,'^' ai*~nV 

Bezeichne ich ferner znr Abknrzang 

7. Sf = «Ji-iSi3fi.f 

so zerßillt die Gleichung 5. in die beiden Gleichungen 

|0 = 3?iSinnic- 3Su-2S cosmc, 
*0 = SÄiSinmc- 3»:, -3»,cos»e- 

Sio hat also ein doppeltes System von Wurzeln, deren eine« der ersten dieser 
beiden Gleichungen genügt, wahrend das andere die zweite erfüllt: das erste 
hAngt also in derselben Weise von der positiven Quadratwurzel aus 3)^ ab. 
wie das zi^eite von der negativen. Für r = x; bilden die der Grösse nach auf 
einander folgenden reellen Wurzeln je eines dieser Systeme die Werthe einer 
oontinuirlich von bis oc wachsenden Grosse, deren Differential beide Male 

:9. dm = - 

isL und zwar aus demselben Grande wie bei n. 
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Die zugehörige Conslaiite C„, ist verschieden, je nachdem m der ersten 
oder zweiten Gleichung (8.) genügt. Beide Male aber wird sie unendlich 
klein. Erfüllt m die erste Gleichung (8.), so erhält man aus Gleichung (19.) 
§. 8 den gesuchten Grenzwerth von C„ durch Elimination von sinmc und 
cos IRC durch diese Gleichung (8.) und von c durch die Gleichung (9.). Be- 
nutzt man noch die identische Gleichung 



= l-2m' 



A , A 



m, , ± a)i 4- ff» f. 'W, ^ m, . ± ü)i + »I f , m, 

welche sich durch Anwendung der Gleichungen (8.) auf Gleichung (14.) §. 8 
ergiebt, sowie die Relation 

= 23»H4-»«(?2 + ?3)2Ä,-2(^,+/53)»«^ 
so erhält man das gesuchte C„ in der einfacheren Gestalt 

(Ä + A)OWm + 9J0 +'»(AS3 +/5',S. )«i, 

+2Ä/;3(,)ii^4|^^^^ 

Genügt dagegen m der zweiten Gleichung (8.)^ so ist in dieser Formel das 
Vorzeichen von 2SÄ zu ändern. 

Die von den reellen Wurzeln der Gleichung (14.) §. 8 abhängenden 
Glieder in den gesuchten Functionen i// und q) lassen sich demnach zu zwei 
zwischen den Grenzen und oc nach dm auszuführenden Integralen zusammen- 
fassen. Diese beiden Integrale sind der Form nach einander gleich, sie unter- 
scheiden sich nur durch die Vorzeichen der in ihnen vorkommenden Quadrat- 
wurzel aus WV. Fasst man also beide Integrale zusammen, indem man sie 
auf gleiche Benennung bringt, so verschwindet aus der Summe diese irrationale 
Grösse 2)?. Man erhält demnach ein Integral, das ausser trigonometrischen und 
Exponentialfunctionen nur noch algebraische Functionen der Variablen enthält. 
Das Integral zerfällt, wie C^, in vier Theile, von denen der erste mit V'i, 
der zweite mit <P^ der dritte mit ^2(2^) und der vierte mit ^f^z{y) verschwindet. 
Alle diese Integrale enthalten im Nenner die Function zwölften Grades in Be- 
ziehung auf m 

in welcher nur gerade Potenzen von m vorkommen, und zwar besteht der 

37» 



292 Meyer, über die Reibung der Flüssigkeiten» 

Nenner immer nur aus dieser Function. Bei den in i//, vorkommenden, von 
¥^, und * abhängenden Integralen übersieht man dies sehr leicht. Denn es 
ist hier der Nenner 

«Jossen beide Factoren 9W und ^i\ sich gegen gleiche Factoren des Zählers 
herausheben. Dieser ist nämlich 

Bei den übrigen in (//i, V'^r »/'a ""^ Vi vorkommenden Integralen ist dies 
nicht so leicht einzusehen. Doch wenn man eine langwierige Rechnung nicht 
scheut^ so kann man sich überzeugen, dass es sich hier auch nicht anders 
verhält, sondern dass der Nenner aller Integrale lediglich aus der Function 
sechsten Grades von m^ 

(11.) 03». + Ü)?n.r + 4ü»L 

besteht. Diese Function aber steht mit den complex- imaginären Wurzeln der 
Gleichung (5.) in so engem Zusammenhange, dass diese zunächst untersucht 
werden müssen. Es wird sich darnach sofort die Natur jener verwickelten 
Integrale übersehen lassen. 

Ist M complex - imaginär, so wird für c — oc 

tgiwc = ±i, 

je nachdem der in i= \—\ multiplicirte Theil von m positiv oder negativ ist. 
Die ursprüngliche Gleichung (14.) §. 8 wird also für complexe m zu der 
algebraischen Gleichung sechsten Grades 

(12.) = m' + a'-2m'\ ^,^2 ^ + . .f.^ . \ 
oder in der Form der Gleichung (5.) §. 9 

• (13.) - 2)?i±2*3i»a + a»i.i. 
Bei der Auflösung dieser doppelten Gleichung ist zu bemerken, dass nicht 
alle ihre Wurzeln m der Gleichung (14.) §. 8 zu genügen brauchen, sondern 
dass, wenn ein m der Gleichung (12.) für den Fall des oberen Vorzeichens 
genügt, es die Gleichung (14.) §.8 nur erfüllt, wenn sein in t multiplicirter 
Theil positiv ist, und im Falle des unteren Vorzeichens, wenn dieser negativ 
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ist. Indess ist doch eine Untersuchung sämmllicher Wurzeln nolhwendig, da 
das Producl der rechten Seiten der beiden durch doppeltes Vorzeichen unter- 
schiedenen Gleichungen (13.) in einander gleich dem Nenner (11.) jener In- 
tegrale ist. Bei der Zerlegung dieser Integrale in Partialbrflche treten also 
alle Wurzeln der Gleichungen (13.) auf. 

Die Natur der Wurzeln dieser Gleichung sechsten Grades ist sehr 
einfach aus der Gleichung selbst zu übersehen. Durch die Substitution 

wird dieselbe '* ~ —^^ 

(14.) -^ (3^+«^)(C,^+l)(^3Ä+l) + 2^^1/:f,(C3^+l)-h/:f3(^.«+l)!. 
Diese Form der Gleichung zeigt, dass derselben kein positives reelles z ge- 
nügen kann, dass sie dagegen mindestens zwei negative reelle Wurzeln z 
besitzt. Dies letztere ergiebl sich daraus, dass die rechte Seite der Gleichung 
für z — O und für z = — oc positive, dagegen für zwischenliegende Argumente z 
negative Werlhe annimmt, also mindenstens zweimal = wird. Negativ wird 
aber die rechte Seite der Gleichung (14.) z. B. für a = — -^, wenn von den 

Grössen 'Q^ und ^2 die erstere den grösseren Werlh hat, dagegen falls die 

\ 
letztere die grössere ist, für z = — y-' Hiernach hat die Gleichung (14.) 

»t 
entweder zwei negative reelle und vier imaginäre, oder vier negative und 

zwei imaginäre oder endlich sechs negative reelle Wurzeln. 

Beachtet man indess, dass in der Gleichung (14.) die Coefficienlen der 
sechsten und fünften, der zweiten und ersten Potenz der Unbekannten in 
gleichem Verhältnisse zu einander stehen, und benutzt die hieraus folgende 
Relation zwischen den diesen Coefficienten entsprechenden symmetrischen 
Functionen der sämmtlichen Wurzeln, so überzeugt man sich sofort, dass auch 
der letzte dieser drei Fälle nicht möglich ist, wenigstens wenn a von ver- 
schieden ist; die Wurzeln müssen daher die Form haben 

A = —ai+b ; +ai + 6 ,• —6, ; —b\ ; —6, ; —63 , 

..^ , ,also ;/* = +a ±bi; — a ±bi; ThJ; Tb'ii; Tbi*; TbJ, 

(1Ö-) 

ioder z = —eU+b ; +»«+6 ,' — öii— 61 ; föi« — 6| ; —b^ ; —63 , 

also m = +d ±bi; ~a ±bi; +Ö1 TbJ; — fli ThJ; +6^«; +63<.» 

wo alle a und b positiv sind. 

Die Grössen 6., und 63 stehen in dem Verhältnisse, dass eine aus der 
anderen entsteht, wenn die Indices 2 und 3 mit einander vertauscht werden. 
Dies ist eine Folge davon, dass die Gleichung (14.) symmetrisch nach diesen 
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Indices ist, dass ferner für ^2 = ^3 *2==*3 wird, und dass eine der beiden 
Wurzeln, etwa 629 niil ^2 und 63 mit ^3 verschwindet. 

Etwas analoges findet zwischen den Grössen a und aj, b und 6, inn 
letzten Schema (15.) statt. Man erhält nämlich Oi aus a und 61 aus b durch 
Vertauschung der Vorzeichen der Grössen /:?,, ß^^ cq, ^3. Denn kehrt man 
in der Gleichung (14.) das Vorzeichen dieser Grössen um, so erhält man aus 
derselben dieselben W^urzeln, aber mit umgekehrtem Zeichen. Da sich nun 
für kleine W^erthe der Reibungsconstanlen. für welche jenes letzte Schema (15.) 
gültig ist. die VV'urzel +ai + b z. B. weder in —ai—b noch in +a% — b ver- 
wandeln kann, so muss dieselbe durch Umkehrung jener Vorzeichen in +ö|f + 6, 
übergehen, also a in a, und 6 in 64. 

Ich werde im Folgenden dies letzte Schema (15.), da es für die 
Avirklich angestellten Beobachtungen das richtige ist, als gültig voraussetzen 
und auf dasselbe die weitere Transformation der gefundenen Ausdrücke basiren. 

Von den gefundenen Wurzeln (15.) haben immer, wegen der Be- 
schränkung des Vorzeichens von 6, nur vier derselben 

m = -]-a±bl und m = —a±bi 

die Eigenschaft, der Gleichung (14.) §.8 für c= oc zu genügen. Da ferner 
in den für die Functionen yj und y-, gefundenen Ausdrücken gleiche, mit 
entgegengesetztem Vorzeichen behaftete Wurzeln der Gleichungen keine ver- 
schiedenen Tenne geben, so trelen in denselben von diesen vier Wurzeln 
der Gleichung (14.) §. 8 nur zwei, etwa 

m = a + bi 
«Is bestimmende Conslanten von particularen Integralen auf. 

Die diesen Gliedern als Factoren zukommenden Constanten C^ folgen 
aus der zweiten Gleichung (19.) §.8 für m = a±bi und c = c'=^ü. Durch 
Einsetzen dieser Werthe wird nach den Gleichungen (20.) §.8, da r gegen 
die in cos' iwc enthaltene Exponent ialgrösse verschwindet, 

5- , «- 

ferner wird nach den Gleichungen (17.) §. 8 



(17.) 



I ^'- <+«(o±W)^, ' 

|p'±^•7„^ _ cos (o+feQ y + 1 «in (g±fet ) y 



(18.) 
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Es wird also nach Gleichung (19.) §. 8 

|C„,,, jl-3(^)V2/y,;,+2/V j 

Da endlich für m = a±bi 

(19.) e-"''' = e-(-±^')^' = {cos2abt + isin2abt)e'^"'-^^' 

ist, so sieht man ein, dass diese coniplex- imaginären Terme der Functionen 
ip und q>i mit den in den Formeln des §. 7 vorkommenden analogen Gliedern 
der Form nach völlig übereinstimmen, und dass sie sich von diesen nur durch 
die Werlhe der Constanten unterscheiden. Man erhält nämlich durch Ver- 
einigung der beiden von a + bi abhängenden Lösungen auch hier Glieder von 
folgender Form, und zwar 



(20.) 



in (p, {Acos2abt+B,,sm2abt}e-^'''-^'^' 

in ipi {AiCOs2abt+BiS\n2abt\e-^"-^'^' 

in ip2 {A.cos{2abt-ay) + B2Bm(2abt-ay)\ e-^y e-^'' -^'^' 

in 1//3 {A^coB{2abt-ay)+B,3m{2abt-ag)}e^^ye-^'''-^'^'. 



Hierin bezeichnen die A und B von a und b abhängende Constanten, deren 
vollständige Entwicklung unnöthig ist. Neben der grossen Analogie mit den 
früheren Formeln des §. 8 zeigen diese allgemeineren einen wesentlichen Unter- 
schied, darin nämlich, dass die in tpi^ \p2 und i/'3 enthaltenen Conslanten A 
und B nicht dieselben sondern im Allgemeinen verschieden sind. Indess die 
Art, in der diese Terme von y und t abhängen, ist in dem jetzt untersuchten 
Falle genau dieselbe wie in dem früheren. 

Eine ähnliche Analogie tritt in den Gliedern der Endausdrücke auf, 
welche durch Zerlegung der nach dm auszuführenden Integrale in Partial- 
brüche entstehen. Da die im Nenner dieser Integrale enthaltene Function 
(11.) vom sechsten Grade in Beziehung auf m^ ist, so zerfallen die In- 
tegrale nicht wie früher in 4, sondern in 6 einfachere. Von diesen sind 4 
den in §. 7 gefundenen völlig analog. Setzt man das letzte Schema (15.) 
als richtig voraus, was bei kleinen Werthen der Reibungsconstanten der Fall 
ist, so kommt man durch Zerlegung und gleiche Transformalion wie in §. 7 
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auf die 4 Integrale (Gleichung (36.) §. 7) 

iC{-y) = ~/ rf«.cos(2a«i/0e'"": C'{y) = -^y du.cos{2a,u^t)e-''\ 
(21.) 

]s{-y) = ;^y "rf«.cos(2aai/0e-'"; S'(y) = ^ / *rf«.sin(2a,«]/0e-"', 

in denen die Grenzen die Bedeutung 

besitzen. Die constanten Coefficienten , mit denen die Functionen C(—p) 
und «S(— y) mulliplicirl werden, sind die in den Ausdrücken (20.) enthaltenen 
Constanten A und B; die Coefficienten von C'(y) und S'(y) sind aus o, und 6, 
analog gebildet. 

Die beiden übrigen durch Zerlegung entstandenen Integrale werden 
durch die Wurzeln 6> und 63 bestimmt: sie erlangen durch gleiche Behand- 
lung die Formen 





i ^ ^y)= vnJ '""■' • 

\ . "1. 


".II 


(22.) 


\ in denen 

j 






( «n = b^^U + ^, 


Um = b.y'l + ^^^^ 


gesetzt ist. 







Bezeichnet man weiter den Formeln (37.) §. 7 analog 

U{-y) = e-*5'e*''{(c-"''-C(-y))cosÖ-S(-y)sin.V} 
V(-y) = e-'ye'*'{{e-'''-C{-y))sm» + Si-y)cos,9\ 
(23) /^'^^^ = e'"ye'''.^C\y)cos.%+S'{y)shu%) 

U"(y) = e'ye'i'C'iy) 
U"'(y) = e''^ye^'*C"'iy) 

wo die Grössen & und &i dieselbe Bedeutung haben wie in den Gleichun- 
gen (35.) §. 7 

(24.) & = 2abt-ay ^, = 2a,fe,/+a,y, 
so erhall man folgende den Gleichungen (38.) und (39.) §. 7 ganz analoge 
Ausdrücke der gesuchten Functionen 
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:<p, = AoU(0)+B,V(0)+XU'iO)+B;,V'(0)+J::U"{0)+X'U"'(0) 
Vi = A, U(0)+B, V(0) + A[ U' (0) + 5; V (0) ^- ä; U" (O) + Ä^' V" (O) 

(25.) / +-^yy*?P2(yi)|cosm(y-y,)-cosf»(y+yi)}c-""rf»»rfy, 

j .00 

IVa = A,U{y)+B,V(,y)+A,U'{y)-^B',r{y)+Ä;U"{y) + Ä;'U"'{y) 

Hierin sind die mit den Buchstaben A und B bezeichneten Grössen theils die 
schon in Gleichung (20.) eingeführten Constanten, theils diesen aus den an- 
deren Wurzeln der Gleichung sechsten Grades analog gebildet. Einer näheren 
Berechnung dieser Coefiicienten bedarf es zur Anwendung auf die Beob- 
achtung nicht. 

Hierzu genügt die Bemerkung, dass mit wachsendem t alle in den 
obigen Gleichungen enthaltenen Functionen sich weit rascher der Grenze Null 
nähern als die Glieder, welche die Exponentialgrösse 

zum Factor haben. Dass sie sich überhaupt dieser Grenze Null nähern, sieht 
man nach den in §. 7 gemachten Bemerkungen ohne Schwierigkeit ein. Aus 
denselben folgt ebenfalls, dass die von a und b abhängenden Integral -Trans- 
cendenten C und iS für grosse Argumente / gegen e"""'' verschwindend klein 
sind. Ebenso verhält es sich mit den entsprechenden von ai und 61 ab- 
hängenden Functionen, wenn die in der Natur erfüllte Voraussetzung beibe- 
halten Avird, dass die Reibungsconstanten kleine Grössen sind; denn dann ist 
auch hier nahezu 

a=^a^ und b = bi, 

^ Noch rascher als diese Functionen nähern sich die von 62 und 63 ab- 
hängenden mit zunehmendem / der Grenze Null. Denn diese Grössen sind von 
ziemlich bedeutendem Werthe. Es ist mit Vernachlässigung von ßi und ß^ 

Nun sind die Grössen ^ nach den Formeln (8.) §. 8 gleich dem Verhältnisse 
von zwei Reibungsconstanten, also für kleine E von bedeutendem Werthe. 
Diese Constante E ist, wie die Beobachtung beweist, wirklich eine kleine 
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Grösse, 62 und 63 sind also bedeutend, und die Functionen U^'(y) und U'"(y) 
verschwinden mit wachsendem t von einem von y abhängenden Werthe von / 
an äusserst rasch. Ich kann daher auch diese Functionen gegen die Ex- 
ponentialf unction _ („ t _ ^ «> / 

vernachlässigen, sobald t hinlänglich gross geworden. Ob dieser Werlh von 
/ während der Beobachtung erreicht \vird, muss die Beobachtung selbst lehren. 
Diese zeigt aber, dass schon nach wenigen Oscillationen des Apparats die 
Amplituden nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe abnehmen. 

Ich bin also berechtigt, statt der Formeln (25.) für grosse Werthe 
von t folgende angenäherte als richtig anzusehen 

|V/i = {^,cos2o6«+J?|Sin2a6«}e-^"'-^'>' 
\xp2 = {A2C03{2abt-ay2)+B,s\n(2abt-ay2)}e-^ye'-^'''''^'^* 
ifj, = {A,cos{2abt-ay,)+B,sm(2abt-ay,)]e-''y^e''^''''-^*^*, 
Hier habe ich nach den Gleichungen (6.) §. 8 die bisher nicht hervorgehobene 
Unterscheidung der beiden y, y^ und ^3 wieder eingeführt, um die Ver- 
schiedenheit der Bewegung in beiden Flüssigkeiten hervortreten zu lassen. 

Die Formeln (26.) zeigen, dass bei Anwesenheit zweier Flüssigkeiten 
die Bewegung in ähnlicher Weise vom Orte des bewegten Theilchens und 
von der Zeit abhängt, wie wenn die Scheibe nur von einer Flüssigkeit um- 
geben ist. Die Geschwindigkeit eines Theilchens der Flüssigkeit nimmt in 
geometrischer Progression mit wachsender Entfernung von der Scheibe ab, 
aber in beiden Flüssigkeiten nicht nach demselben Gesetze. Ausser diesem 
Unterschiede von dem früher untersuchten Falle zeigt sich noch der zweite 
bemerkens werthe, dass die Geschwindigkeit eines der Scheibe unmittelbar be- 
nachbarten Flüssigkeitstheilchens von der der Scheibe um eine endliche Grösse 
verschieden ist. Die Geschwindigkeit, sowohl die der Scheibe als auch die 
der Flüssigkeit, ist eine periodische Function der Zeit. Beide bewegen sich 
in regelmässigen Oscillationen, deren Dauer 

T — ^ 
2ab 

ist. Der Beginn einer Oscillation tritt für ein Theilchen der Flüssigkeit nicht 

zu derselben Zeit ein wie bei der Scheibe, sondern immer später, und zwar 

um so später, je weiter das Theilchen von der Scheibe entfernt ist. Die 

Verzögerung ist in unmittelbarer Nähe der Scheibe schon von endlicher Grösse 
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und ist in beiden Flüssigkeiten verschieden gross. Die Winkelgeschwindigkeit 
endlich nimmt mit zunehmender Zeit in geometrischer Progression ab, ebenso 
die Amplituden der Scheibe. Die Maximal -Ablenkungen aus der Gleich- 
gewichtslage bilden eine geometrische Reihe, deren logarithmisches Decrement 
in natürlichen Logarithmen 

. = („'-«.) r = 4^. 

ist. 

Zur vollständigen Discussion der Gleichungen bleibt nur noch eine 
Berechnung der Grössen a und b übrig. Ich habe diese Grössen in Form 
einer Reihe berechnet, welche nach aufsteigenden Potenzen der Reibungs- 
coefficienten fortschreitet, jedoch eines praktischen Grundes wegen nicht nach 
Potenzen der im Vorstehenden enthaltenen Grössen /^a, ^3, ^o, ^3. Ich habe 
zunächst, da ich nur eine Anwendung auf das im Eingange des §. 8 erwähnte 
Experiment beabsichtigte, die Constante 

£3 = 00^ also ^3 = 
gesetzt. Ich habe dagegen die Voraussetzung gemacht, dass E^ klein, ^2 aber 
verhältnissmässig gross, also ^2 ebenfalls gross sei, und demgemäss nach auf- 
steigenden Potenzen von 



(27.) ßs--^^. ^-^-y^ 



und 



4M ""^ 



entwickelt. Diese Voraussetzungen sind z. B. erfüllt, wenn die Scheibe in 
Wasser unmittelbar unter der Oberfläche von Oel schwingt. Dann ist 173 der 
kleine Coefficient der inneren R^iibung des Wassers, i?2 der innere Reibungs- 
coefficient des Oels, der von bedeutender Grösse ist, und E2 der gegen letz- 
teren kleine Coefficient der zwischen Wasser und Oel ausgeübten Reibung. 
So habe ich erhalten 



a + bi = 



V2 « 


— 


^Ä- 


1-t 

■72- 


-f 


1- 
" 0. 


-« r 


i+i 






+ 



i^4 



1 



^tV-^ + 



(28.) 



- * 



er* 



+ -:75--rt--rr- 



+ 



V2 

i + i 



rV 



i + i 



^2 



-l- 
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wodurch a und b bis auf Grössen vierter Ordnung genau bestimmt sind. 
Diese Formel liefert zugleich denWerth von Oi+bi*, wenn in derselben die 
Vorseichen von y und | umgekehrt werden. Von den beiden äbrigen Wurzeln 
62t und 63t bleibt in diesem speciellen Falle nur die erstere, und swar ist 
ebenfalls bis auf Grössen vierter Ordnung genau 

b, = l 
Aus der Gleichung (28.) erhfilt man leicht die beiden für die Beob- 
achtung interessanten Grössen, die Schwingungsdauer 



T— " — " f 1 I * ^' I 
2o6 ~ oM*'^i/2 o "^ 



i 



ß\ 



(29.) 



JL.J-M 



•2 



und das logarithmische Decrement der Amplituden 



,6 = ■ 



6' 



2ab 



-n = 



A 



1^2 ä 



i4+ 



3 ß\ 



8/2 o* 



+ 4 



(30.) 



J-Az. 



2/2 «• 



Ar 



" Ay* 



1 y| 



8/2 o» 

1 y'l 



Die Schwingungsdauer in der Flüssigkeit ist also, wie schon oben bewiesen 
wurde, grösser als dieselbe im luftleeren Räume 

(31.) T„ = -^. 

Das logarithmische Decrement ist ebenfalls grösser, als wenn die Scheibe 
unter der freien Oberfläche der durch den Index 3 bezeichneten Flüssigkeit 
(des Wassers ohne Oel darüber) ihre Schwingungen ausführte. In diesem 
Falle würde das logarithmische Decrement sein 

3 /JJ 



(32.) 



* ~ y2 o *a' 



8/2 o* 



+ 
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Die Differenz 



(33.) 



^2 o ^2^2 a' 
kann mit Vortheil zur Berechnung der Constante E benutzt werden. 

Die aber diesen Gegenstand angestellten Beobachtungen theile ich nicht 
hier, sondern nur in meiner experimentellen Abhandlung mit, da sie von ge- 
ringem theoretischen Interesse sind. 







+ i 


a* + 


1 


A 


4- 1 


^' 1 


2/2 


a 


^ i 


a« ' 






1 " 


Ar , 




' öVi 


«' ' 
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, 2 


r^ , 



In ganz derselben Weise, und zwar ohne eine Annäherung einzufahren, 
die der in §. 5 erörterten analog wäre, lässt sich die Rechnung für den Fall 
ausführen, dass statt der Scheibe eine Kugel in der Flüssigkeit oscillirt. Dass 
diese Rechnung streng ausführbar ist, hat seinen Grund in dem Yortheile, den 
die Anwendung der Kugelfunctionen gewährt. Der Gang der Untersuchung 
für den Fall der Kugel sowie das Resultat sind den hier für die Scheibe 
durchgeführten so vollständig analog, dass in dieser Analogie eine gewisse 
Begründung der gemachten Annäherung liegt. 

Man führt passend statt der Winkelgeschwindigkeit tp eines Flüssig- 
keitstheilchens als abhängige Variable der DüTerentialgleichung die Grösse 



ein, indem man r den Abstand des Theilchens vom Mittelpunkte der Kugel 
und fi. den Cosinus des Winkels nennt, den die Richtung von r mit der 
Drehungsaxe einschliesst. Diese Grösse genügt der Differentialgleichung 

n dt ■" ör* + r'öft "^ r'Cl-^O * 

Man integrirt diese Gleichung leicht, wenn man P in eine Reihe entwickelt, 
welche nach den Grössen 

fortschreitet. Hierin ist /^"^ die Kugelfunction von der Ordnung n, also die 
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fi^anze algebraische Function, welche der Differentialgleichung 

genügt, so dass p^'^ die Differenlialgleicliung 

rf((i-f»*)-¥^) „(„ 

erfüllt. 

Als Coefficienten der so eingesetzten Reihe erhält man dann Functionen 
q^"^ von r und /, welche der Differentialgleichung 

fi dt " br' r* ^ 

genügen. Die Integration dieser Gleichung gelingt leicht, indem man q^*"^ gleich 
dem Producte einer Function von / in eine andere Function von r setzt. 

Man erhöh so P dargestellt durch eine Reihe von particularen Inte- 
gralen, von denen einige die von der Kugel unabhängige Bewegung der 
Flüssigkeit, andere die beiden gemeinsame darstellen. Dies führt wieder auf 
die Aufsuchung der Wurzeln mehrerer transcendenter Gleichungen. Unter 
diesen Gleichungen besitzt eine, diejenige, welche die gemeinsame Bewegung 
von Kugel und Flüssigkeit bestimmt, complex- imaginäre Wurzeln. Nimm! man 
die Flüssigkeit unbegrenzt an, so findet man, dass die beiden complex- imagi- 
nären Wurzeln einer algebraischen Gleichung genügen. Dieselbe ist für den 
Fall, dass die Flüssigkeit fest an der Oberfläche der Kugel haftet, vom fünften 
Grade, während die entsprechende Gleichung bei der Scheibe vierten Grades 
ist. Dies macht den Unterschied, dass bei der Zerlegung der Integrale, welche 
aus den von den reellen Wurzeln herrührenden particularen Losungen entstan- 
den sind, in Partialbrüche einige Glieder mehr auftreten als hei der Scheibe. 

Ganz ebenso ist das von Helmkoltz untersuchte Problem zu behandeln, 
wenn man die Integration streng durchführen will. Wie bereits erwähnt, be- 
Iriin dies Problem ein Experiment, bei welchem sich die Flüssigkeit im Innern 
einer Hohlkugel befindet, welche um einen ihrer Durchmesser als Axe 
schwingt. Es tritt hier der Unterschied ein, dass die complex-* imaginären 
Wurzeln der transcendenten Gleichungen nicht zugleich Wurzeln von alge- 
braischen Gleichungen sind. Ferner vereinigen sich die von den reellen 
Wurzeln herra]ja*enden Lösungen der Differentialgleichungen nieht zu Integralen. 
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Man überzeugt sich aber auf diesem Wege, dass die von Helmholtz aufge- 
stellten particularen Integrale der Gleichungen diejenigen sind, von denen die 
numerische Berechnung der Beobachtungen abhängt; vorausgesetzt, dass noch 
der Nachweis geliefert würde, dass die transcendente Gleichung nur ein Paar 
imaginärer Wurzeln besitzt, oder was dasselbe ist, dass die von Helmholtz, 
aufgestellten Gleichungen Schwingungsdauer und logarithmisches Decrement 
der Amplituden eindeutig bestimmen. 

Breslau, im Januar 1861. 



304 



8ur rinvariant du IS"" ordre des formes du cinqui^me 

degr6 et sur le role qu^il joue dans la resolution de 

P^quation du cinqui^me degre, extrait de deux lettres 

de M. Hermite ä Pediteur. 



. . . J'ai entrepris en suivant la methode de M. Krotiecker de creuser 
un peu plus a fond la resolution de requation du 5* degre .... Chemin 
Faisant j'ai eu a etudier rinvariant du IS"" ordre des formes du cinquieme 
degre qui joue un role fondamental dans la marche que j^ai suivie. Peut-ötre 
yous interessera-t-il de connaitre comment il s'exprime au moyen des racines 
.r„, 0?,, x-i^ a^a, x^ de la forme represenlee par 

/* = a{x-x,,y){x—x^y){x-X2y){x—x^y){x — x^y). 
Voici le resultat que j'ai obtenu. Soil pour abreger 

(wn) = x^—x^, 
on aura 

/ ~ a»-{(01)(04)(32)+(02)(03)(14)| {(01)(02)(43)+(03)(04)(12)} {(01)(03){42)+(02)(04)(3I)} 
><{(12)(iO)(43)+(13)(i4)(20)}{(12)(i3)(04)4-(14)(10)(23)}{(i2)(14)(03)+(13)(10)^^^^ 
><{(23)(21)(04)+l24)(20)(31)}{(23)(24)(10)+(20)(2i)(34)}{(23)(20)(14)+(M^^^^ 
><{(34)(32)(iO)+(30)(31)(42)}{(34)(30)(21)+(31)(32)(40)}{{34)(^ 
><{(40)(43)(21)+(41)(42)(03)}{(40)(4i)(32)+(42)(43)(0i)}{(40)(42){3i)+^^^ 

Los quinze facteurs ont ete reunis trois a trois de maniere a former cinq 

produits^ symetriques chacuns par rapport a toutes les racines moins une. Le 

produit total est donc bien symetrique par rapport a toutes les racines^ et 

Ton reconnait d'ailleurs immediatement qu'il represente un invariant car il ne 

change pas quand on remplace les racines par leurs inverses et qu'on les 

augmente d'une möme quantite .... 

Designons par X^^^ X^^ X^^ X^^ X^ les cinq produits de trois facteurs 

dont se compose Pexpression de Tinvariant /^ de sorte que 

A« = |(01)((H)(32j+(02)(03)(14)}K01)(03)(43) + (03)(M^^ 

etc. 
on peul ecrire 

/ - a'^'X.^X.X.XyX, 
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et Xj, sera une fonction rationelle et cnliere de la seule racine j?^. Cela 
pose les quantites suivantes 

^„ = a^jro(12)(13)(14)(23)(24)(34), 
a, = a«Jri(23)(24)(20)(34)(30)(40), 
z, = a«X2(34)(30)(31)(40)(41)(01), 
«3 = a^X3(40)(41)(42)(01)(02)(12), 
z, = a^X,(01)(02)(03)(12)(13)(23) 

seront elles mdmes sauf un facteur qui est la racine du discriminant, des 
fonctions rationelles semblables de j?„, Xj etc., car on peut ecrire par exemple 
en representant le discriminant par J: 

«0 - a A„ (o^)(02)(03)(04) ' 
ce qui est evidemment une fonction rationnelle de x^, Or Tequation du 
cinquieme degre dont les racines seront ces quantites 2,,^ «i etc. aura pour 
coefiicients des invariants, et sera de cette forme: 

z'+Lz' + MJz+ryj' = 
L e{ M etant du 12*" et du IG'* ordre et / du 18^ 
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Uebei* die Gleichungen fünften Grades. 

(Aus dem Monattibericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.) 

(Von HeiTn Kronecker.) 



Xch habe in jüngster Zeit eine Frage zum Abschluss gebracht, mit 
der ich mich seit fänf Jahren ab und zu beschäftigt und welche ich immer 
wieder aufgenommen hatte, weil deren Erledigung für die weitere Richtung 
meiner algebraischen Untersuchungen bestimmend sein musste. — Ich kam 
nämlich bei meinen Studien über die algebraische Auflösung der Gleichungen 
sehr bald zur Einsicht, dass das Problem nach zwei Seiten hin einer allge- 
meineren Auffassung fähig ist, und zwar in folgender Weise: einerseits sind 
statt der Gleichungscoef&cienten, d. h. also statt der symmetrischen Functionen 
der Wurzeln, allgemeinere rationale Functionen derselben, welche ich Affect- 
functionen nenne, als gegeben vorauszusetzen: andererseits sind statt der ge- 
wöhnlichen Wurzelzeichen d. h., also stall derjenigen Functionszeichen, welche 
durch die reinen Gleichungen definirt werden, allgemeinere algebraische Func- 
tionen einzuführen, welche bei der Auflösung als Hilfsfunctionen dienen sollen. 
Die erstere Seite dieser erweiterten Auffassung war, wenn auch nicht in 
deutlich ausgesprochener Weise, schon in älteren algebraischen Arbeiten ent- 
halten; in der zweiten Art der Verallgemeinerung ist das Problem aber erst 
in neuerer Zeit von Hrn. Hermite und gleichzeitig von mir selbst aufgenommen 
worden. Indessen war der Weg, welchen ich dabei einschlug, von demjenigen 
des Hrn. Hermite durchaus verschieden, und namentlich hat eine Forderung, 
welche ich an die Methode der Lösung stellte, mir den Abschluss der Frage 
für die Gleichungen fünften Grades erschwert, aber andererseits, weil sie in 
der Natur der Sache begründet ist, auch auf weitere interessante Untersuchun- 
gen geführt. 

„Wenn eine Gleichung algebraisch auflösbar ist, so kann man der 
Wurzel allezeit eine solche Form geben, dass sich alle algebraischen Functio- 
nen, aus welchen sie zusammengesetzt ist, durch rationale Functionen der 
Wurzeln der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen'' — so lautet ein Satz 
von Abel, der eine überaus wichtige Eigenschaft der gewöhnlichen Wurzel- 
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ausdrücke enthält. Diese Eigenschüfl ist es, welche auch den allgemeineren 
Ausdrücken für die Wurzeln der im gewöhnlichen Sinne nicht auflösbaren 
Gleichungen erhalten bleiben muss, und dieser Forderung gemäss sind die 
neuen algebraischen Funclionszeichen zu wählen, mit Hilfe deren die Auflösung 
von Gleichungen im weiteren Sinne zulässig wird. 

Die erwähnte Forderung, welche ich in einer ausführlicheren Mittheilung 
näher begründen werde, leitete mich bei der Beschäftigung mit den Gleichun- 
gen fünften Grades darauf hin, rationale Functionen der fünf Wurzeln zu 
suchen, deren verschiedene durch Permutation der Wurzeln entstehende dislincle 
Werthe möglichst viele identische Relationen unter einander haben. Indem 
ich aus leicht ersichtlichen Gründen nur solche Permutationen zuliess, welche 
einen Werth der Quadratwurzel aus der Discriminante der Gleichung fünften 
Grades ungeändert lassen, fand ich in der That zwölfwerthige rationale 
Functionen der fünf Wurzeln, welche die Eigenschaft haben, dass je zwei 
von den zwölf Werthen derselben sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden 
und die sechs verschiedenen absoluten Werthe durch drei lineare Relationen 
mit einander verbunden sind. Das Quadrat einer solchen Function ist deshalb 
Wurzel einer Gleichung sechsten Grades, deren Coefficienten aus denen der 
Gleichung fünften Grades und aus der Quadratwurzel der Discriminante in 
rationaler Weise zusammengesetzt und nur von drei solchen rationalen Aus- 
drücken abhängig sind. Durch die Auffindung dieser Art von Functionen ge- 
lang es mir erstens fast ohne alle Rechnung die Modularglei chung fünfter 
Ordnung für die Auflösung der Gleichungen fünften Grades zu benutzen, und 
ich habe deshalb zwei jener bemerkenswerlhen Functionen Hrn. Hermite in 
einem Briefe mitgetheilt, welcher in den comptes rendus der Pariser Akademie 
vom Jahre 1858 abgedruckt ist; zweitens aber war dadurch die Möglichkeit 
gegeben, die atigemeinen Gleichungen fünften Grades in einer der oben er- 
wähnten Forderung entsprechenden Weise aufzulösen, aber freilich nur mit 
Hilfe algebraischer Functionen von ztcei Variabein. Um diesen wichtigen 
Punkt näher zu erörtern, setze ich: 

/(a?,,, a?i, a?.2, a?3, 0:4) = -T-STsin— ^ — ^m^m^,.a?«-f2«? 

wo a?09 ^i^ ^2^ ^3^ ^4 die Wurzeln einer Gleichung fünften Grades: A^ — O 
bedeuten, die Summationen sich auf die Werthe m = 0, 1, 2, 3, 4 und 
^ = 1, 2, 3, 4 erstrecken, und die grösseren Indices auf die kleinsten Reste 
modulo: 5 zu reduciren sind. Alsdann genügt /*(a?„^ Xi^ a?2, a?3, x^) einer 
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Gleichung zwölften Grades: 

(I.) {r' + af+4a{r + aY + i0b(r' + ay + 4c{f' + a)-Aac+5b' = 0, 

in welcher o, b, c zwei werlhige ganze rationale Functionen der fünf "Wurzeln x 
sind. Aber es giebt ausser der Function f noch unzählige rationale Functionen 
der Wurzeln x, welche dieselbe Eigenschaft haben, Gleichungen zwölften Grades 
von der angegebenen Form zu erfüllen *), und unter den rationalen gebrochenen 
Functionen dieser Art giebt es wiederum solche, für welche die den Grössen 
a^ bj c entsprechenden Ausdrücke nur von zwei rationalen zweiwerthigen 
Functionen: y(irü, a?i, ar^, 0:3, 0:4), i/'(^o? ^m ^2^ «^3? ^^4) abhängen. Eine der- 
artige speciellere Function f ist daher eine iraplicite gegebene algebraische 
Function von (p und iff und möge als solche mit: W{(pyyj) bezeichnet wer- 
den. Da nun die Functionen f cyklisch sind, also mit Hilfe derselben die 
Gleichung: X = auflösbar wird, so lassen sich die Wurzeln der allgemeinen 
Gleichung fünften Grades mit Hilfe von Quadratwurzeln, fünften Wurzeln und 
mit Hilfe des Functionszeichens W explicile darstellen, und zwar in einer 
Weise, welche die oben angedeutete Forderung vollständig erfüllt. — Alles 
dies ergab sich mir im Wesentlichen bei Auffindung jener Functionen: f als 
unmittelbare Consequenz. Aber es galt nun zu ermitteln, ob hiermit die Frage 
abgeschlossen, d. h. ob es unmöglich sei, die algebraische Function zweier 
Variabein : W auf solche von einer Variablen zurückzuführen. Dass, wenn man 
jene mehrerwähnte Forderung dabei fallen lässt, eine solche Reduction in der 
Thal möglich ist, war seit lange bekannt und ist von mir in jenem Briefe an 
Hrn. Hermite neuerdings dargelegt worden. Ich hatte auch bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesem Gegenstande noch speciellere darauf bezügliche Re- 
sultate erlangt. Aber erst vor Kurzem ist es mir gelungen, die Hauptfrage 
zu erledigen und festzustellen, dass die Reduction der algebraischen Function : 
W auf Functionen eifier Variabein und deshalb überhaupt die Auflösung der 
allgemeinen Gleichungen fünften Grades mit Hilfe von algebraischen Functionen 
einer Variabein unmöglich ist, wenn dabei jener oben angeführte und für die 
Auflösung der Gleichungen durch Wurzelzeichen geltende Satz Abels bestehen 
bleiben soll. Dieses Ergebniss bildet somit eine, wie mir scheint, bemerkens- 



*) Man sehe hierüber auch die Ausführungen des Hrn. Brioschi in seiner Note: 
„Sul metodo di Kronecker per la risolnzione delle equc^ioni di quitUo grado'' (am 
25. November 1858 im Lombardischen Institut gelesen), wo auch für eine besonaere 
Function f der vollständige Ausdruck der Coefficienten a, b, c durch die Invananten 
der Gleichung fünften Grades zuerst gegeben ist. 
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werthe Erweiterung des ^fre/schen Beweises für die ünmöglichkeil der alge- 
braischen Auflösung von Gleichungen höherer Grade ; und es enlhölt zugleich 
für den Fall des fünften Grades den Abschluss des Auflösungsproblems in 
seiner allgemeineren Fassung, einen Abschluss, vor dessen Erreichung ich 
meine Resultate nicht als fertig und für eine Veröffentlichung reif betrachten 
konnte. 

Dass sich hier in der Algebra das Bedürfniss geltend macht, Functionen 
zweier Variabein einzuführen, wiewohl dieselben in gewisser Weise auf Functio- 
nen einer Variabein zurückführbar sind, kann durchaus nicht befremden, wenn 
man sich dessen erinnert, dass auch in der Analysis die vierfach periodischen 
Functionen zweier Variabein durch Jacobi eingeführt und als durchaus nalur- 
gemäss beibehalten worden sind, obgleich dieselben, wie er selbst im 30"" 
Bande dieses Journals gezeigt hat, sich aus Functionen einer Variabein alge- 
braisch zusammensetzen lassen. Ohne indessen auf diese Analogie naher ein- 
zugehen, will ich mich zu den Gleichungen fünften Grades zurückwenden und 
an die oben angedeutete Form der Auflösung derselben noch einige Bemer- 
kungen knüpfen. 

Wenn man, wie im Vorhergehenden, mit /"(a?,,, iCi, x,, 0:3, j?4) eine der 
Functionen bezeichnet, die einer Gleichung von der Form (I.) genügen, und wenn 

fk = fi^k, ^k-^-z-^ ^i-^i-, Xk-{.i'> ^1,^-1) 

gesetzt wird, so sind: +/*, ±/I,, i/i, i/o, ±/^, ±^ die zwölf verschiedenen 
Wurzeln jener Gleichung. Es giebt nun wiederum rationale Functionen der 
sechs verschiedenen Grössen ^ welche Wurzeln von Gleichungen fünften 
Grades sind, deren Cocfficienten sich aus o, b, c rational zusammensetzen. 
Wenn * eine dieser Functionen der Grössen f bedeutet, so ist demnach <P 
zugleich eitle rationale Function der Wurzeln x selbst, und zwar eine solche, 
die, als ganze rationale Function einer der Wurzeln x dargestellt, in ihren 
Coeßicienten nur diejenigen der Gleichung: X=0 und die Quadratwurzel der 
Discriminante derselben rational enthält. Auch lässt sich ohne alle Rechnung 
zeigen, dass das Product: (/— /I))(/l--/4)(/i— A), welches unter den mit: </> 
bezeichneten Functionen inbegriffen ist, einer Gleichung fünften Grades genügt^ 
in welcher sowohl der zweite als der vierte Coefficienl gleich Null ist. Dieses 
Resultat, welches ein gewisses formales Interesse hat, lässt sich übrigens auch 
aus einer der schönen Notizen entnehmen, mit welchen Hr. Brioschi die An- 
zeige von der Hertniteschen Auflösung der Gleichungen fünften Grades be- 
gleitet hat. Ferner hat neuerdings auch Hr. Hermite in einer brieflichen iMit- 
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Iheiluiig an Hrn. Borchardt *) eine specielle Function der Wurzeln einer Glei- 
chung fünften Grades angegeben, welche zu jenen Functionen: 4» gehört und 
sowotii durch ihre Einfachheit als namentlich durch ihre Beziehung zu den 
Invarianten der Gleichung ein besonderes Interesse darbietet. Das Wesen 
der Sache aber, welches schon aus den einfachsten Betrachtungen Aber die 
Functionen f hervorgeht, lässt sich folgendermaassen zusammenfassen: 

Unter den zehnwerthigen rationalen Functionen von fünf Grössen: jp,,. 
Xi, 0^2, iTa, X4, welche bei allen cyklischen Fermutationen von je drei 
dieser Grössen nur fünf Werthe annehmen, giebt es solche, für welche 
die symmetrischen Functionen dieser fünf Werihe nur von zwei Functio- 
nen der Grössen x abhängen ; es giebt femer unter ihnen speciell solche, 
für welche die Summe der fünf Werthe selbst ebenso wie die Summe 
der dritten Potenzen derselben identisch verschwindet. 
Durch die hiemach auftretenden speciellen Gleichungen fünften Grades, wie 
z.B. durch die Gleichungen von der Form: z^+pz'^ + qz+r = 0^ werden 
algebraische Functionen, die im Wesentlichen von zwei Yariabeln abhängen^ 
defmirt ; ßs werden also algebraische Functionen dadurch eingeführt, die ebenso 
wie die obige Function W für die Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften 
Grades benutzt werden könnten. Aber in Hinsicht auf gewisse allgemeinere 
Auflösungsprobleme verdient die Einführung der obigen Gleichung zwölften 
Grades als Hilfsgleichung den Vorzug, und eine genauere Discussion derselben 
lässt ihre vielen bemerkenswerlhen Eigenschaften und damit zugleich die ver- 
schiedenen Formen erkennen, welche man bei Anwendung des Zeichens W 
den Wurzeln der Gleichungen fünften Grades geben kann. 



*) Pag. 304. 

Berlin, im Juni 1861. 
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lieber die Bedingungen der Integrabilitftt. 

(Von Herrn Kronecker.) 



I. ö eder Ausdruck : JC, dx^ +Xidxi+ •*-+ X-i rf^«~i -, in welchem 
Xo, Jf|, ... beliebige rationale Functionen der Variabein x sind, lässt sich, 
wenn für alle Werthe ä = 0, 1, 2, ... n—i: 

gesetzt und für cü irgend eine primitive w** Wurzel der Einheit genommen 
wird, auf folgende bemerkenswerthe Form bringen: 

Durch die angegebene Substitution gehen nämlich -Yo, X,, ... in 
gCAvisse rationale Functionen der Variabein z über, welche respective mit: 
^, /l, ... bezeichnet werden sollen, und es verwandelt sich demnach 
SXi^dxf, in: 

In diesem Ausdruck ist der Factor von rf«o: 

welcher mit: 9?(«i,, «1,^29 •• ä»~j) bezeichnet werden möge. W^enn hierin die 
Variabein » cyklisch permutirt werden, und zwar dergestalt, dass ä,- für «„, zi^i 
für J5|, etc. gesetzt wird, so bleiben die Ausdrücke: (js^^ cü*«i+cü^*'52+. +ö'^""'^*«h-i)''9 
aus denen ^, /*j, ... rational zusammengesetzt sind, also auch diese Functionen 
f selbst ungeändert, und man erhält demnach: 

oder 

Es ist daher y(«;, »,+1, ... ä,_i) der Factor von: dssi in dem Ausdrucke (1?.), 
welcher also in der That die aufgestellte Form (A,) annimmt. 

Wenn man die Voraussetzung, dass A«, -Xi, ... die Variabein x nur 
rational enthalten sollen, fallen lässt, so ist die Verwandlung von 2Xi,dxk in 
einen Ausdruck von der Form [A.) zwar noch möglich, aber es sind dabei 
gewisse Erörterungen nöthig, die ich der Kürze halber übergehen muss. 
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IL Für die Form (A.)^ auf welche sich, wie eben gezeigt worden. 
jeder Differentialaiisdruck : ^X^äxi, bringen lässl, reduciren sich die Bedin- 
«finigeu der Integrabilital (je nachdem n grade oder ungrade ist) auf nur in 
oder .}(/?—!) Gleichungen, welche durch die folgende repräsentirl werden: 

wenn darin k die Zahlen 1, 2, 3, . . . bis In oder ^^n—i) bedeutet. Da 
nämlich in der allgemeinen Bedingung der Integrabilital des Ausdruckes C^.)' 

dq)(Zr,Zr-^l, ... gr— l) d(f(jis', g.^-f-1 , ... g.s— |) 

angenommen werden kann, dass der kleinste positive Rest von: (s—r) modulo n 
nicht über In liegt, so geht dieselbe aus der Gleichung (C) unmittelbar her- 
vor, wenn darin für Ä- jener Rest von: (s—r) genommen wird und j5,j, «i, .. . «„.i 
respective durch z^, j5^.,.i, . . . z,^i ersetzt werden. 

Ich darf nicht unerwähnt lassen, dass die angegebene Reduction der 
Inlegrabilitätsbedingungen ebenso rein formaler Art ist wie diejenige, welche 
Jacobi im 23**"" Bande dieses Journals pag. 101 gegeben hat. Die Bedingun- 
gen dafür* dass SXi^dxk integrabel, dass also die Gleichung: 

dx^ dx, 

für alle Indices r und s identisch erfüllt sei, sind wesentlich Bedingungen für die 
in Xo, Xi, ... enthaltenen Constanten und bleiben als solche von allen jenen 
Reductionen unberührt. 

Berlin, den 20. August 1861. 
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Solution de quelques questions g^nerales concernant 
les courbes alg^briques planes. 

(Par M. E. de Jonquüres.) 



§. 1. 

Solution d'une question g^n^rale concernant les transversales rectiHgnes dans les 

courbes alg^briques. 

Um Probleme. MJeterminer la classe de la courbe enteloppe (tune 

transversale qui coupe une courbe algebrique plane C^y du degri m, de 

teile Sorte y quune fonction determinee (F) des distances mutuelles de n 

des points d'intersection de la transversale et de la courbe^ ait une valeur 

donnee l; (F) etant une fonction aigebrique^ entiäre et rationnelle. 

Ce Probleme el celui auquel il donne Heu correlativeraent, par voie de dualite, 

resument, avec beaueoup de generalite, un ensemble de questions interessantes 

concernant les courbes algebriques planes, dont M. Steiner a dejä traite 

plusieures, dans un beau Memoire insere dans le 47*' vol. de ce Journal et que 

M. Voepcke nous a fait connaltre par une excellente traduclion inseree au 

tome XVIII du Journal de Liotwille^ pages 309 et suivantes. 

Je me propose d'indiquer ici un procede general, base sur des con- 
siderations de pure Geometrie, qui conduit ä la Solution de ce probieme. On 
aura ainsi la clef des resultats enonces, sans demonstration, par M. Steiner^ et 
f en donnerai moi-m^me, ä titre d'applications, plusieurs exemples nouveaux. 

9« Le Probleme ci-dessus enonce revient a determiner le nombre 
des transversales satisfaisanl a la question, qu'il est possible de mener par un 
poiut quelconque o^ pris dans le plan de la courbe C^^ mais etranger ä 
cetle courbe. 

Menons une transversale arbitraire oL; prenons n — 1 points parmi 
ceux oü eile renconlre la courbe; et soit x un n'^""" poinl tel, que la fonction 
(F) des distances mutuelles de ces n points ait la valeur donnee l. II existe, 
en general, plusieurs points x^ distincts Tun de Tautre, qui salisfont a celte 
condition; supposons que N en exprime le nombre, qui dependra, dans chaque 
cas, de la nature de la fonction (F). 

Chacun des groupes distincts de it— 1 points, auxquels donnent lieu les 
m points d'intersection de oL avec C^, determine iV points x. Or le nombre 
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des combinaisons de m points^ pris n— 1 a »— 1, est 

^ " 1.2.3...(n-l) 

Donc il exisle d'abord QN points x sur oL Quand la transversale tourne 
autour du point o, ces points x decrivent une courbe -F, dont le degre serait 
precisement QN^ si la courbe JS ne passait pas par le point o. Mais ce point 
peut appartenir a la courbe ^; il peut meme en dtre un point multiple. Si 
P est Tordre de multiplicite de ce point, le degre de la courbe 2: sera 

QN+P. 
Seit a un point d'intersection de C^ et de X Ce point, s'il n'est pas, par 
des circonstances particulieres, etranger a la question, determine une trans- 
versale oa qui satisfait ä Tenonce du probleme; car on a, sur cette droite, 
n points de C^ dont la fonction (F) de leurs distances mutuelles a, par con- 
struction, la valeur donnee. 

Le nombre des points d'interseclion de C^ et de 2 est equivalent a 
m{QN+P); mais le nombre reel de ces points d'intersection sera moindre, si 
2 possede des points multiples sur C^; et, en outre, quelques -uns d^entre 
eux pourront ötre etrangers a la question, par exemple si le lieu JS des points 
X passe par un point de colncidence de deux points de la courbe C^; car, 
dans ce cas, la fonction (F) serait satisfaite par les distances mutuelles de 
n—i points seulement de C^, au lieu de T^tre par celles de n points, comme 
le demande Tenonce du probleme. 

Soit donc T le nombre dont, ä cause des deux considerations pre- 
cedentes, on devra diminuer le nombre theorique m(QN+P)'^ on aura enfin, 
sur C«, m(QN+P)'-'T points a donnant lieu chacun a une transversale oa 
qui satisfait a la question. Mais il peut arriver que ces transversales ne soient 
pas toutes distinctes. 

Par exemple, si la fonction (F) est de teile nature, que les n points, 
entre les distances desquels eile a lieu, n'aient rien qui les distingue Tun de 
Tautre, les points d'intersection de C^ et de 2 seront situes, n ä n, sur des 
droites concourantes en o^ et parconsequent le nombre des transversales qui 
satisfont a la question, c'est-a-dire la classe de la courbe cherchee, sera 
simplement 

±{miQN+P)-T). 
Ce cas se presente souvent, comme on le verra ci- apres. Ainsi, supposons 
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que (F) soit la fonction anharmonique de quatre points. Si une transversale oL 
satisfait ä la condition que le rapport anharmonique des quatre points de C^ a, b, 
c, d ait la valeur donnee, il est clair que ces quatre points indistinclement appar- 
tiendront a la courbe 2^, et qu'ils ne donneront Heu qu'a une seule transversale. 

Dans d'autres cas, au contraire, chaque point d'intersection des courbes 
JS et C^ donnera lieu ä une transversale distincte; par exemple, si Tun des 
points dMntersection doit dtre le milieu de deux autres, ou bien le point central 
d'une des involutions dete^minees par quatre autres, etc. C'est qu'alors tous 
les points, dont les distances mutuelles entrent dans la fonction (F), n'y jouent 
pas le mdme röle. 

8« Le nombre T se determinera, dans chaque cas, par des conside- 
rations particulieres, et parfois assez delicates, dependantes de Tespece de la 
fonction (F) et de la valeur qui lui est attribuee. 

D'ailleurs, le plus souvent, c'est sur celles des transversales issues du 
point qui offirent quelque singularite, qu'on devra rechercher les causes 
d'exception dont T resume le nombre. Ces transversales sont les tangentes 
ä C^ issues du point o, et les paralleles ä ses asymptotes menees par le möme 
point. Sur les premieres, Tune des distances de deux points de la courbe 
devient nulle; sur les secondes, quelques - unes de ces distances sont infinies; 
et Ton con^oit que Tintroduction de ces deux circonstances puisse, selon la 
nature de la fonction (F), amener des Solutions etrangeres a la question ou 
des points multiples sur la courbe auxiliaire X 

Quant au nombre F, on le trouvera a Taide de raisonnements analogues 
ä ceux qui precedent. Ce nombre exprime, comme on Ta dit, Tordre de 
multiplicite du point o sur la courbe S^ ou, en d'autres termes, il exprime 
combien de fois il arrive, pour Tinfinite des positions que la transversale prend 
autour du point o, que le point o, associe a n—\ des points de rencontre de 
cette transversale et de la courbe, satisfait a Tenonce du probleme. 

On menera donc une droite arbitraire oL; on associera le point o a 
chacune des combinaisons distinctes des m points d'intersection de oL et de 
C«, pris n—2 a «—2; et, pour chacun de ces groupes de «—1 points, on 
äura, sur oL^ N points y, dont chacun, etant associe ä ceux du groupe, satis- 
fera a la question generale, c'est-ä-dire, sera tel, que la fonction (F) des 
distances mutuelles de ces n points aura la valeur donnee A. 

Quand oL tournera autour du point o^ les points y decriront nne courbe 
-2", dont on dcterminera le degre. Cette determination se fera a Taide de 
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considerations analogues a celles qui ont ele employees a Tegard de la courbe 
-2*; eile pourra exiger rinlervention d'une nouvelle courbe auxiliaire JS"', qui 
elle-mdme pourra dependre d'une courbe JS"", et ainsi de suile. Mais la 
dif&culte de ces determinations successives ira sans cesse en diminuant avec le 
nombre des points de la C„ qu'on aura a considerer sur chaque transversale oL. 

Le nombre des points d'inlersection de JS' et de C^, diminue, s'il y 
a lieu, ä raison des points multiples de 2' et des points etrangers ä la question, 
fera connaitre le nombre des transversales qui satisfont a la question auxiliaire, 
et par consequent le nombre P qu il fallait trouver. 

J^. La Solution du probleme propose est ainsi indiquee d'une maniere 
generale, et avec autant de precision que le comporte Tindetermination de la 
fonction (F) qui est comprise dans son enonce. 

Elle s'Bpplique evidemment aussi au probleme correlatif, par voie de 
dualite. Mais eile suppose essentiellement que la courbe C« est une courbe 
propre du degre i». Si cette courbe se fractionne en courbes de degres in- 
ferieurs, la formule ci-dessus n'est plus applicable en general, et on devra, 
dans chaque cas, recourir ä des determinations particulieres, basees d'ailleurs 
sur les mdmes principes. 

§.2. 

Applications de la m^thode prdc^dente. 

&m Comme premiere application de la methode qui vient d'dtre ex- 
posee, supposons que la fonction (F) seit — =X; c'est-a-dire: on demande . 
quel est le Heu de la transversale qui coupe une courbe C^ en trois points telsy 
que les distances de tun aux deux autres soient dans un rapport donne? 

Ce probleme est un cas particulier du suivant: 

Quel est le Heu de la transversale qui coupe une courbe C. en trois 
points a, b, Cy et une droite fixe M en un point fi^ de teile sorte qtion ait 
toujours la rekUion 

fic ac 

Car si la droite M passe a Tinfini, cette relation anharmonique devienl celie 
qui est proposee. 

On a ici 

Ä = 3; (> = im(m-l); iV=6; 
d'oü 

QN = 3m(m-l). 
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£n effet, sur une transversale quelconque oL^ chaque combinaisoh d'un segment 
ab de C« avec le point d'intersection fi de oL et de M, donne lieu a six 
poinls X tels, que Tun des rapports anharmoniques des quatre points a, b, x, fi, 
est egal a la constante donnee A. 

II s'agit actuellement de determiner P, c'est-ä-dire le nombre de fois 
que le point x colncide avec le point o. 

Or le lieu -2*' d'un point y lel, que les quatre points o, a^ y, fi, donl 
l'un a appartient ä C,^^ donnent lieu ä un rapport anharmonique egal a l, est 
du degre 6m. Cette courbe coupe C^ en un nombre de points equivalent a 
6m^. Mais 2' a, sur C^y des points multiples qui donnent lieu a des trans- 
versales elrangeres a la question. 

En effet, considerons Tun des m points de rencontre de C,„ et de AL 
Appelons i ce point, en tant qu'appartenant ä C„^ et /i en tant qu'appartenant 
ä M. Les 6 posilions du point y^ dont chacun, etant associe aux trois points 
0, iy fi, donne un rapport anharmonique egal ä l^ sont colncidentes au point i, 
qui est par consequent un point sexluple de la courbe JS" situe sur C«. Pour- 
tant la transversale oi ne satisfait pas a la question, puisqu'on n'a ä y con- 
siderer que deux points distincts a, i, au lieu de trois qui sont requis par 
Penonce de la question. 

Donc le nombre des points utiles d'intersection de ^' et de C^ se 
reduit ä 6m^ — 6m = 6m(m— 1), et ces points ne donnent lieu qu'ä 3m(m— 1) 
transversales distinctes, parcequ'ils sont, d'apres la nature m6me de la question, 
situes, deux ä deux, sur des droites concourantes en o. 

Donc enfin F = 3iii(m— 1), et le degre de -2], c'est-ä-dire 
QN+P = 6m(m-l). 

Ce liea coupe C« en un nombre de points equivalent a 6m^{m—i). 
Mais il est aise de voir que le nombre des points d'intersection distincts 
et repoudant ä la question est, en realite, moindre de r= 12m(ii»— 1), a 
cause des particularites qui se presentent aux m(m~l) points de contact 
des tangentes a C^^ issues du point o, points de contact dont chacun est sex- 
tuple sur la courbe 2, et aux m points de rencontre de C„ avec M, dont 
chacun est 6 (m— !)*"<'''' sur JS. Ces points d'ailleurs ne donnent lieu, ni les 
uns ni les autres, ä des transversales qui satisfassent ä la question. Donc on 
a iii(ßiV4-P) — r=6m(m— l)(iii— 2); et comme ces points d'intersection sont 
situes, trois ä trois, sur des droites concourantes en o, le nombre des trans- 
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versales distinctes qui resolvent le probleme, c'est-a-dire la cltMse de la 
courbe cherch6e, est simplement 2f»(m— l)(m— 2). 

Remarque. Le cas parüculier oü la constante A a la valeur —1, 
e'est-a-dire oü Tun des points d'intersection de la transversale avec la courbe 
est le milieu de deux autres, a ete traite par M. Steiner^ page 346 du memoire 
deja cite. Le resullat enonce par le savant geometre est alors m(i»— l)(m— 2). 
On y parvient par une voie toute semblable ä celle que je viens d'indiquer. 
On trouve en outre, sans difficulte, que la courbe touche la courbe donnee 
en ses 3m (m— 2) points d'inflexion, qu'elle a la droite de Tinfini pour tangente 
^i»(w — l)(m— 2)*"P'% et les asymptotes de la courbe C« pour tangentes 
2(,it~2)*"^'"' et pour asymptotes (w-2)*"»^"^*. 

Sm En second Heu. supposons que la fonction (F) soit la fonction 
anharmonique de quatre points. On a ce theoreme: 

Le Heu (Tvne transversale qui coupe une courbe C^ du degre m en 
quatre points donnant Heu ä un rapport anharmonique A (A elant different de 
0, de +1 et de —1) est de la classe 

^m(m~l)(m-2)(m~3). 

On a ici « = 4, iV=6, Q = ^^^"j* ^ ^ "" - Pour connaitre la valeur de 
Py il faut resoudre cetle autre question: 

Combien peut-^on mener , par le point o, de transversalem distinctes 
feiles y que trois des points de rencontre de chacune delles a^ec la courbe et 
le point donnent Heu ä un rapport anharmonique egal a A? 

Le lieu -2" d'un point y tel, que Tun des rapporls anharmoniques des 
quatre points o, a, b, y, dont deux, a et 6, apparliennent ä la C^, soit egale 
a l, est du degre 3m(m— 1); parceque chaque combinaison d'un segment ab 
avec le point o donne lieu a six points y, et que d'ailleurs le point y ne peul 
Jamals se trouver en o. 

Ce lieu coupe C^ en 3m'(m— 1) points. Mais tous ne donnent pas 
lieu a des transversales satisfaisant a la question. 

Car soit a Tun des points de contact d'une tangente ä C„ issue de o; 
deux points a et 6 de C^ cotncident en ce point; et les six positions du 
point y tolles, que les quatre points o, a, b, y donnent lieu a un rapport 
anharmonique egal ä A, colncident en er. Le point a appartient donc six fois 
ä la courbe 2\ sans que la droite oa satisfasse a la question, puisqu'on n'a 
ä y considerer que deux points a^ b de C^^ au lieu de trois qui sont requts 
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par les conditions de la question. Le nombre des intersections utiles de C„ 
et de JS se reduit donc a 

3m\m-l)-6m(m-l) = 3iii(iii-l)(m-2). 
Mais ces points sonl situes, trois a trois, sur des droites concourantes en o. 
Car si o, a, b, c sont quatre points en ligne droite satisfaisant a la question, 
il est evident que chacun des trois points üy b, c determine la möme trans- 
versale oa. Ainsi^ le nombre de ces droites n'est, en realite, que 

iii(m~l)(m-2); 
et tel est parconsequent Tordre de multiplicite du point o sur la courbe 2; 
c'esl-ä-dire que teile est la valeur cherchee de P. 

Le degre de 2 est donc 2m(m— l)(m— 2). Cette courbe coupe C^ 
en un nombre de points equivalent a 2w^(m— l)(m— 2). Mais il faut chercher 
la valeur de T^ dont ce nombre theorique doit ötre diminue. 

Or si a est un point de contact d^une tangente k C^y issue du point o, 
ce point est 6(i»— 2)*"»'** sur la courbe 2. Car appelons «, b les deux points 
de C« qui coincident en a, et soit c Tun des (m— 2) autres points de C« silues 
sur le tangente oa. Les six positions du point x tel, que le rapport anhar- 
monique des quatre points a, by c, x soit egal a ky tombent en Uy et pourtant 
la droite oa ne satisfait pas ä la condition requise de couper C^ en quatre 
points distincts dont Tun des rapports anharmoniques soit egal a A. Cette 
circonstanca se presente, sur chacune des m(m~l) tangentes, pour chacun des 
(m— 2) points de C^ autres que le point de contact; donc r=6f»(m— l)(i»— 2), 
et Ton a pour le nombre des intersections de JS et de C^ 

2y»(m-l)(m-2)(i»~3). 
Ces points sont situes, quatre ä quatre, sur ii»(m— l)(«i— 2)(m— 3) transver- 
sales distinctes; ce qui demontre le theoreme enonce. 

K. Dans le cas oü la valeur du rapport anharmonique donne est ~1, 
e'est-ä-dire quand les quatre points doivent ötre en rapport harmonique, la 
classe de la courbe est moins elevee, parce que trois des six rapports sont 
egaux ä leurs inverses. 

On trouve, dans ce cas, par des considerations analogues, 

^ ^ m(m>>lX^-2) , ^^3. i> = 4m(m~lXm-2) et T=3m(m-i)(m-2)', 

donc la classe de la courbe eneeloppe d'une transversale qui coupe une C^ en 
quatre pomts harmoniques est i^ii»(m— l)(m— 2)(i»— 3), resultat 6nonce par 
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Jl. Steimer, paf e 351 d« neaioire rite plas h«rt. et dovl la deaoBStralkHL par- 
faifi^iiienl analogve a ceile qui precede. serait in svpeHhie. 

fi. Remarques, l^ M. Stemer propose rönne proMene de deler- 
miner le degre de ce lieo. ce qui reTient ä determiner le nonbre de ses laneeiites 
rionbles. c*est-ä-dire combien de fois il arrive qae. sor me ndne transver- 
:fale. denx pohits de la courbe dnrisent harmoniqnement ä la fois devx Segments 
distincfs interceptes par la coiirbe sur rette transversale. Je donnerai ci- apres 
fi2. remarqne) quelques considerations sur la-solution de cette diffirile qnestion. 

2^\ Le point de contact de chaque transrersale avec son enveloppe 
f*:»t aise a constroire dans les deux coarbes dont il rient d*elre qnestion. et 
qui penvent elre appelees caurbes emteioppes des rapports amharmomiqmes oft 
karmoniques. 

Ponr la premiere. par exemple. soient a. b, r. d les quatre points en 
rapport anharmoniqne donne. situes snr la transversale L dont on cherche le 
point de contact t. Soient A, B. C. D les tangentes ä C. en ces quatre 
points. On sait {Geom. sap. n^. 552) qne Tenveloppe d*ane droite. qui coupe 
quatre droites fixes en quaire points. dont Tun des rapports anharmoniques est 
constant. est une coniqoe. Donc le point chercbe f n*est autre que le point de 
contact de L avec la coniqne determinee par les cinq tangentes .4. B^ C /), L: 
question facile ä resondre. 

S"". Le Ibeoreme qui vient d*^lre invoque {Geom, swp. 552) prouve 
aussi que si la C. se decompose en m droiles. la courbe enveloppe se de- 
compose eiie-meme en antant de fois six coniques qu*il y a de combinaisons 
des m droites. quatre ä quatre. c"est-i-dire en iiii(w — l\'iii— 2}\;iii--3) 
coniqaes. etc. 

4"". Soit iif = 4. la courbe enveloppe des rapports barnioniques est de 
la sixieme classe et parconsequenl du trentieme degre. 

Mais si cette courbe de 4^ ordre se fractionne en quatre droites. Ten- 
veloppe se reduit aux trois coniques barmoniques inscrites au quadrilatere forme 
par les quatre droites. Examinons encore le cas oü la C» se compose de 
deux coniques d, C^; et montrons. par cet exemple« comment les raisonnements 
generaux doivent £tre modifies dans les cas particuliers. Par un point ^el- 
conque o, pris dans le plan des deux coniques. menons une transversale 
arbitraire oL, qui coupe C2 en a et 6^ et Ci en e et d. Si Ton associe 
successivement les points a et 6 au point c et au point d. on obtient, sur oLy 
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deux quatriemes harmoniques x, x\ En outre ce quatrieme harmonique tombe 
dcux fois en o; et ce cas arrive«, quand ia transversale oL passe par l'un ou 
l'autre des points de rencontre de C^ par Ia polaire du point o par rnpport 
a C} . Ainsi le lieu des points x est du quatrieme ordre ; il coupe Ci en huit 
points; mais il passe deux fois par chacun des points de contact des tangentes 
a C'i issues du point o^ et pourtant ces tangentes sont evideminent etrangeres 
a la question. Donc le nombre des points utiles se reduit ä quatre, et ne 
donne lieu qu'a deux transversales distinctes, en sorte que Tenveloppe est 
une conique«, comme on le demontre par d'aulres considerations. 

O« Le lieu d^une transversale gut coupe une courbe C„ en cinq 
points a, by c, d, e, tels, que Vun d'^eux soit le point central de Vune des in-- 
Tolntions determinees par les quatre autreSy est une courbe de la classe 

-im(m-l)(w~2)(m-3)(m-4). 

Celle question peut dtre envisagee de deux manieres differentes, qui donnent 
lieu a deux Solutions, distinctes dans la forme, mais d'aiileurs identiques quant 
au resultat. Si je les presente ici fune et Tautre, c'est parceque cette variete 
d'applications donne lieu incidemment ä quelques propositions interessantes. 

Premiere Solution. Si e est le point central, on peut le designer 
par cette propriete, que le produit de ses di^ances a deux points conjugues 
de Tinvolution est constant. On aura donc ici: 
(F) = ea,eb^ed.ec = 0; 
A^=3, parceque les quatre points a, by c^ d^ donnent lieu ä trois com- 
binaisons distinctes de deux segments; 

Q = ^^^"^ l,~Z : , nombre des combinaisons distinctes de m points 

quatre ä quatre; 
d'oü ^N = ii»(m-l)(m-2)(m-3). 

II faut determiner P^ c'est-ä-dire le nombre de fois que le point o est lui- 
m^me le point central d'une Involution determinee, sur la transversale tour- 
nante oLy par quatre points de C„,. 

Chaque point c, associe ä un segment ab, donne lieu a un seul conjugue 
y tel, qu'on ait oc.ox = oa.ob. Ainsi on a d'abord, sur oL, im(m— l)(i»— 2) 
points y du lieu JS'. Mais cette courbe passe plusieurs fois en o. Gar si la 
transversale oL est menee parallelement a une asymptote de C^, et qu'on 
prenne le point c^ de C^, son conjugue y est au point o. Cette circonstance 
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S6 preseuto, sur cette transversale, relativement a ^(m— l)(m— 2) segments ab. 
Donc le poinl o de la courbe -2"' est multiple de Tordre ^»»(m— l)(iii— 2), et 
par consequent cette courbe est du degre i»(«i— l)(m— 2). 

J2" coupe C^ en un nombre de poinls equivalent a m^(i»— l)(iii— 2), 
mais qu'il y a lieu de diminuer. 

En effet, soient a, b les deux points de C^ infiniment voisins Tun de Taatre 
au point de contact d'une tangente issue du point o; c un troisieme point de 
C^. On a oa.oc= ob.oc. Ainsi le conjugue du point a^ dans rinvolution 
determinee par le point central o et par le segment bc, tombe au point c. 
Mais on a pareillement ob.oc = oa.oCy c'est-a-dire que le conjugue du point 
b, dans Tinyolution determinee par le point central o et le segment ac^ tombe 
aussi en c. Ainsi ce point est un point double de la courbe JS', et il y 
en a (m— 2) semblables sur chaque tangente, qui equivalent, en totalite^ a 
2m(f»— l)(m— 2) intersections simples avec C«. 

Seit, en outre, e„ un point de C„ situe ä Tinfini; la relation 
oa.oy = ob.oc^>i donne oy = oo'^ ainsi le conjugue du point a tombe en c^; 
et cette circonstance se presente (m— l)(w— 2) fois sur chaque Iransversale paral- 
lele a une asymptote de C„. Le point c^ est donc un point (m— l)(iii— 2)*"^'* 
de JS', et pourtant la transversale, ä laquelle il donne lieu, ne satisfait pas a 
la question. II faut donc encore retrancher, du nombre theorique des inter- 
sections de JS"' et de C„^ m(w— l)(m— 2). 

Donc enfin le nombre de ces intersections distinctes et utiles est 
w^(w-l)(m-2)~3w(iii~l)(m-2) = m(m-l)(«i— 2)(iii— 3) qui sont situes 
evidemment, quatre ä quatre, sur des droites concourantes en o, et ne donnent 
lieu par consequent qu'ä :^(m— l)(iw— 2)(iii— 3) transversales satisfaisant a 
la question. On a donc enfin 

P = i«i(m^l)(«i-2)(m~3), d'oü 
()JV+F = :^=|m(iii-l)(m-2)(m~3). 
JS coupe C« en un nombre de points equivalent a fi»^(«i— l)(m— 2)(iii— 3); 
mais il faut cbercher T. Or soit ab le point de contact d une tangente a C^ 
issue du point o. Si c, d sont deux autres points de C^ sur la tangente, on 
a da.äc = db.de. Ainsi d appartient ä la courbe ^^ sans qu'il satisfasse ä la 
question proposee, et ce cas d'exception se presente m(m— l)(iw— 2)(m--3) fois. 

En outre, si oL est parallele a une asymptote de C^, et passe par le 
point d^ de cette courbe, la relation ac.ax = ab.ad^ donne aa:=ao; et le 
conjugue de c tombe en d^. Le point a est donc le point central de Tin- 
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Yolution determinee par les deux seprients de C«, bd^^ cd^; mais ce point, 
situe sur 2^ ne satisfait pas a la question; car la relation dMnvolation n'a lieu 
qu'entre quatre points, au lieu de cinq qui sont exiges. On a donc encore 
ainsi ^m(m— l)(m— 2)(m— 3) cas d'exceplion, et enfin r= ji»(i»— l)(m~2)(iw— 3). 
D'oü m((?iV+F)-r= tm(i»-l)Cm-2)(m-3)(m-4). 

Chacun de ces points dMnterseclion donne lieu a une transversale 
distincte. Car, par la nature de la fonction (F), les cinq points a, b, c, d, e 
ne jouenl pas le mdme röle, et ne peuvent pas se changer Tun dans Tautre, 
et il n'y a qu'un seul d'entre eux qui reponde aux conditions de la question. 

Ainsi la classe de la courbe cherchee est 

|m(w-l)(m~2)(m-3)(m-4) 
ce qu'il fallail demonlrer. 

Seconde Solution. Le point central de Tinyolution determinee par 
deux Segments ab, cd peut ötre defini comme etant, dans cette involution, le 
conjugue du point situe ä Tinfini. Cette consideration foumit une seconde 
maniere de presenter la Solution de la question proposee. 

Pour plus de generalite, supposons d'abord qu'on demande quelle est 
la classe de Venf>eloppe d'une Iranseersale qui coupe une courbe C^ en cinq 
points a, by Cy d, e^ et une droite fixe M en un point fi, telsy que les six 
points a, b, c, d^ e, ,u soient en ineoltUion? 

Pour cela, cherchons le lieu 2 du conjugue x du point /m, par rapport 
ä Tune des trois involutions determinees par quatre points a^ b, c, d Ae C^, 
On a ici- 

^iV=4m(i»-l)(iii-2)(m-3). 

II s'agit de determiner P. 

Cherchons le lieu JS' du conjugue y d'un point c de C^ par rapport 
a l'involution determinee par les deux segments of^, ab. On a d'abord 
lm{fn—i){m—2) points y sur chaque transversale oL Mais le point y tombe 
en Oy quand le point c se trouve a la fois sur C« et sur M, et cela relative- 
ment a chacun des |(m~l)(m — 2) segments ab qu'on peut former, sur la 
droite ofj, avec les (w— 1) points de C^, autres que c, qui s'y trouvent. Le 
point est donc un point Jm(m— l)(iii — 2)*"p'*^ sur JS", et le degre de cette 
courbe est m(m — l)(i» — 2). 

41* 
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Elle coupe C« en un nombre de points equivalent ä m^(m— l)(w— 2). 
Mais le nombre reel des intersections utiles est moindre. Gar si o,a est 
tangente ä C« en ab, et qu'on considere rinvolution determinee par les 
deux Segments fio, ac, le point b a pour conjugue le point c; et si Ton 
considere ensuite Tinvolution determinee par les Segments fio, bc, le conjugue 
du point a torabe aussi en c. Le point c, qui d'ailleurs donne lieu a une 
transversale (c'est la tangente) etrangere ä la question, est donc un point 
double; il en est de m^me des (m—S) aulres points d, e, f, etc. -2"' a donc, 
en tout, 2f»(w— l)(m— 2) points doubles sur C^, par cette seule consideration. 

En outre, si la transversale oL passe par Tun des points de rencontre 
de M et de C„,, le point [lv est un point a de C«. Le conjugue du point c, 
dans rinvolution determinee par les segments /lo, ab est le point a; et cette 
coincidence a lieu pour chacun des points rf, e, f, etc., c'est-a-dire (m-~2) 
fois. Parelllement, le conjugue du point b dans Tinvolution //o^ ac est le 
point a, et cela arrive aussi (m— 2) fois. Donc le point a de C^ est autant 
de fois (m— 2)*"P** sur la courbe -2", qu'il y a sur oa de points de la C^ autres 
que a; c'est-a-dire qu'il est (w— l)(w— 2)*"'*'% et pourtant la transversale oa 
ue satisfait pas ä la question. Ainsi cette seconde consideration fournit encore 
iw(w— l)(m— 2) cas d'exception; et le nombre utile des intersections de -2" et 
de C« se reduit enfin ä 

m'(m~l)(m-2)-3f»(w~l)(m-2) = m(m-l)(m~2)(m-3), 
qui ne donnent lieu evidemment qu'a im(f» — l)(m— 2)(m— 3) transversales 
distinctes; car les points sont situes, quatre ä quatre, sur des droites concou- 
rantes en o. 

Donc F= |m(w— l)(m— 2)(m— 3), et le degre de -2 ou 

ßJV+F = |m(«i-l)(m-2)(m--3). 

Pour trouver T, supposons que la transversale ofi soit tangente a C^ en ab. 

Le conjugue du point fi dans Tinvolution 6rf, ac est le point a; et le' 
conjugue de ce mSme point dans Tinvolution ad, bc, est encore le point a. 
Ainsi a est un point double de S, a Tegard de chaque segment cd, donc 
^(w— 2)(m--3) fois. Ainsi cette consideration fournit m(m— l)(m— 2)(w— 3) 
cas d'exception. 

Actuellement si la transversale passe en un point d de rencontre de 
M avec C«, le conjugue du point fi, dans Tinvolution ab, cd, est le point c; 
on aura donc i(«i— l)(iii— 2)(m — 3) cas d'exception sur od, et, en totalite, 
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^iii(i»--l)(m~2)(i»— 3) pour les m droites lelles cpie od. Donc enfm 

T = |m(m~l)(»t-2)(m-3X et 
m{QN+P)-T = |m(m-l)(m-2)(m-3)(m-4); 

chacun de ces points d'intersection ne donne Heu qu'a une seule transversale 
issue du point o; teile est la ctasse de la courbe cherchee. 

Si M est la droite situee ä Tinfini, le conjugue du point u est le point 
central d'une des involutions determinees par les qüatre autres points. On ob- 
tient donc, par cette seconde Solution, le mdme resultat que par la premiere. 

lO« Le lemme suivant, qui sera necessaire plus loin, fait partie des 
enonces de M. Steiner, dans le memoire dejä cite, page 343. 

Lemme. La courbe, Heu geometriqne du conjugue harmonique d'un 
point ßxe o, par rapport aux segments ab, interceptes sur une courbe C^ par 
une transversale qui toume autour du point o, possede ^m(i»— l)(w— 2)(m— 3) 
points doubles; disons, pour abreger, / points doubles. 

En d'autres termes, on peut mener, par le point 0,1 transversales 
telles, que, sur chacune d^elles, le point o soit Vun des deux points doubles 
de Vinvolution determinie par deux des segments quelle intercepte dans la 
courbe C^. 

Pour le demontrer, supposons que ab soit Tun des deux segments, c 
un troisieme point de la C^ situe sur la transversale oab; i le conjugue har- 
monique du point par rapport a ab, et x le conjugue harmonique du point 
e par rapport au segment oi. 

Si le point x etait sur la courbe C„, mais d'ailleurs distinct des trols 
points a, b, c, la transversale oabc serait precisement Tune de Celles dont on 
cherche le nombre; car le point o serait Tun des deux points doubles de Tin- 
volution determinee par les deux segments distincts ab, ex. Cherchons le 
lieu JS du point x. Or ce point ne peut jamais se trouver en o, puisque le 
point est pris en dehors de la courbe C«; d'ailleurs chaque segment ab 
donnant lieu a (m— 2) points x, il existe lm{m—i){m—2) de ces points sur 
chaque transversale oL. Donc le degre de -2* est 4m(m— l)(m— 2). 

Ce lieu coupe C« en un nombre de points equivalent a im\m— l)(m— 2). 
Mais tous ne satisfont pas ä la question, et, en outre, 2 possede, sur C^, des 
points doubles qui diminuent le nombre des intersections effectives. 

En effet, supposons que le point i soit sur C^, ce qui n'arrive qu'aux 
i»(m— 1) points de contact a des tangentes a C« issues du point o, et, en 
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outre. en ^m(m— l)(m— 2) autres points ß; ces points a et ß sont les points 
d'interseclion de la C^ par la courbe C^mim^i)') qui est le lieu du conjugue 
harmonique du point o par rapport aux Segments ab de la C^; on a en effet: 

im'(m-l) = m(m-l) + im(w~l)(m-2). 

Chacun de ces points ß est le conjugue harmonique du point o^ par 
rapport a un certain segment ab de la C^; mais il est lui-mdme un certain 
point c de C^, dont le conjugue, par rapport ä oß, c'est-a-dire par rapport 
a oc^ est le point c lui möme. Ce point, quoiqu'il soit situe sur la courbe ^. 
ne donne donc pas lieu a un segment distinct formant avec ab une Involution 
dont soit Tun des points doubles. Ainsi la transversale oß est etrangere 
a la question; et cette circonstance se presente ^m(m—i)(m — 2) fois. 

Supposons encore que la transversale soit tangente a la C« en un 
point a^ ou colncident deux points a, b de cette courbe. Si i est le con- 
jugue du point par rapport au segment ca, le conjugue du point b par 
rapport au segment oi sera le point o. Le conjugue du point o par rapport 
au segment cb sera aussi le point t, et le conjugue du point a par rapport 
ä oi sera encore le point c. Ainsi le point c est un point double de la courbe 
JS. II en est de ni6me des (m—S) autres points d, e, f , . . de renconlre de 
la tangente oab avec la 0^. Donc le nombre total des points doubles que ^ 
possede sur C^ est m(m— l)(m— 2), et comme ils donnent lieu a des trans- 
versales etrangeres ä la question, il en resulte que le nombre des transversales 
utiles que ces points determinent se reduit a 

iMXm-l)(m-2)-im(m-l)(m-2)-m(iii-l)(i»-2) = lm(w~l)(i»-2)(m-3). 

Mais ces transversales colncident quatre par quatre; de sorte que le nombre 
de Celles qui sont distinctes est, en realite, ^(m— l)(i»—2)(m--3); ce qui 
d^montre le lemme enonce. 

11« Actuellement soit (F) = ad . ce . eb +bc.ce.ea = 0. Cette condition 
donne lieu au theoreme suivant: 

Le lieft de la transversale qui coupe une courbe C„, en cinq points tels^ 
que l^un d'eux e soit un des deux points doubles d'une des involutions deter- 
minees par les quatre autres a, b, c, d est de la classe |m(m— l)(m— 2)(m— 3)(m— 4). 

Cherchons le lieu JS des points doubles x des involutions determin^es^ 
sur cliaque transversale oL^ par quatre points a^ b, c^ d de C^ situes sur 
cette droite. Chaque groupe de quatre points donne lieu a trois involutions 
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distinctes, savoir: ab, cd; ac, bd; ad, bc; et chacune d'elles donne lieu a 
deux poinls x. On a donc, sur oL, 6— — — i 2 3^4 ~ poinls x, 

En outre, en vertu du lemme qui vient d'ötre demontre, il existe 
im(m-~l)(m— 2)(m— 3) transversales, sur chacune desquelles le point est 
precisement Tun des points doubles d'une des involutions d^terminees par 
quatre des points de C^ qui y sont situes. 

Donc le degre de 2 est |m(m— l)(m— 2)(m~3) = |/t. Ce lieu coupe 
Cm en ^/Li.rn points. Mais tous ne donnent pas lieu a des transversales satis- 
faisant a la question. Cherchons le nombre des cas qui fönt exception. 

Seit ab le point de contact d'une tangente a C^, issue du point o. 

Prenons deux autres points c, d de C^ sur la tangente, et supposons 
que Tordre successif de ces quatre points soit a, b, c, d. 

Ces quatre points donnent lieu aux trois combinaisons suivantes de deux 

Segments, savoir: 

ab, cd; ad, bc; ac, bd. 

Vnn des deux points doubles de Tinvolution determinee par la premiere com- 
binaison tombe entre les points a, b, c'est-ä-dire au point de contact de la 
tangente. 

Les deux points doubles de Tinvolution determinee par la seconde 
combinaison tombent aussi en ce point de contact 

Enfin les deux points doubles de Tinvolution determinee par la troisieme 
combinaison^ oü les Segments empietent Tun sur Tautre, sont imaginaires. 

Le lieu JS passe donc trois fois en a, a Tegard de chaque association 
de deux points c, d avec les deux points infiniment voisins a, b. 

Donc le point de contact de la tangente est |(i»— 2)(iii— 3)*"^'* sur la 
courbe JS. D'ailleurs la tangente ne satisfait pas ä Tenonce de la question, 
puisqu'on n'a a y considerer que quatre points au lieu de cinq; et ce cas d'ex- 
ception se presente i»(m— 1) fois, ä cause des m(i»— 1) tangentes. 

Donc T est ici egal a |m(i» — l)(m— 2)(iii— 3). 
Donc enfin le nombre des intersections uliles de 2 et de C^ est 

ipfm-ifA = |/t'(m--4); 
et comme, par la nature möme de la question, chaque point d'intersection 
donne lieu a une transversale distincte, il s'ensuit que la classe de la courbe 
cherchee est ^iii(i»— l)(ifi— 2)(wi— 3)(iii— 4); 
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resultat conforme a celoi que M. Steiner a enonce dans le memoire dejä eile, 
pa^e 354^ ligne 25. 

1!S. Soil encore (F) = ad.cf.eb+bc.de.fa = 0. Gelte condition 
donno lieu au theoreme suivant: 

Le lieu de la transversale gut conpe une courbe C^, du degre m, en 9ix 
points distincts en involntion, est de la cktsse j^»i(m— l)(m— 2)(iw— 3)(iii— 4)(m— 5). 

Soil X le sixieme point qui forme involulion avec cinq poinls de C^, 
«, b, c, rf, e, silues sur une transversale oL. Cherchons le lieu 2! de ces 
points x; ses inlersections avec C^ donneront les Solutions de la questioii, 
sauf les cas d'exception qu'il y aura lieu de considerer. On a ici « = 6; 
A = 15, parceque cinq points donnent lieu a quinze combinaisons« distincfes 
d'un point avec deux segments, et 

^ "■ i.2.3.4.5 ' 

d'ou 

QTS = im(m-l)(iw~2)(m~3)(w-4) = \ii. 

11 faut chercher la valenr de Py c'est-ä-dire combien de fois le point o est 
lui-möme le sixieme point de Tinvolution a laquelle appartiennent les ciuq 
points fl, 6, c, d, e de la courbe C^. 

Prenons qualre points a, b, c, d et cherchons le lieu -2" du point y, 
conjugue a o dans les trois involutions determinees par ces quatre points. 
Chaque groupe quaternaire de points, tel que abcd, donne lieu a trois points y. 

II existe — ^^ ^^^ g /^ de ces groupes. 

Donc on a, sur oL^ \m{m—\){m — 2){m — d) points distincts y, En 

outre, en vertu du lemme demontre plus haut, il arrive ^m(m— l)(m— 2)(m— 3) 

fois que le conjugue du point o tombe au point o lui-mdme. Donc la courbe S* 

est du degre 

iiw(w-l)(i»-2)(m-.3) = i^l\ 

Elle coupe 0^ en un nombre de points equivalent ä \u'm, Mais il y a des 
cas d'exception qu'il faul chercher. 

Seit ab le point de contact d'une tangente ä C^, issue du point o; et 
c, d deux autres points de C„ situes sur la tangente. Le conjugue du point o^ 
dans Tinvolution ac, bd, est a. II est encore a, dans Tinvolution ad, bc. 
Donc a est un point double de ^'^ par rapport ä chaque combinaison teile 
que aby cd^ et pourtanl il ne donne pas lieu a une transversale satisfaisant ä 
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la question. Ce cas d'exceplion, qui se presenle deux fois pour chaque Seg- 
ment cdy a donc lieu (w— 2)(m--3) fois ä Tegard de chaque langente, donc, 
en lolalile, i»(m — l)(m-—2)(i»— 3) fois. 

Donc enfin le nombre des inlerseclions uliles de -2" et de C« est 
i/i'm--,a' = ^^'(m— 4); et, comme chacun de ces points d'intersection donne 
lieu, par la nature meme de la question, a une transversale dislincte, le 
nombre de ces droites, c'est-ä-dire Tordre de mulliplicite P du point Oy est 

-i:(w-l)(m-2)(m-3)(m~4) -. -|/e. 
On a donc, pour le degre de JS^ 

QN+P = ifi. 
Ce lieu coupe C^ en un nombre de points equivalent a ^um points. 

Mais d'abord, -T possede, sur C„^ un nombre de points doubles qui, 
d'apres le theoreme precedent, est egal ä |,u, et dont chacun donne lieu ä 
une transversale qui ne satisfait pas a la question. 

En second lieu, considerons ce qui se passe sur chacune des tangentes 
a C^y issues du point o. Soit ab le point de contact d'une de ces tangentes; 
Cy d, e trois autres points de C« sur cette droite. Le conjugue du point e, 
dans les deux involutions ac, bd et ad, bc est le point a lui-m^me. Cette 
particularite se presente |(m— 2)(m— 3)(m~4) fois sur chaque tangente, et y 
donne lieu ä (m — 2)(m— 3)(m— 4) cas d'exception, puisque le point a est, 
chaque fois, un point double. Donc, en totalite, m(m— l)(m--2)(m— 3)(m— 4)=/i 
cas d'exception. 

En outre, le conjugue du point a dans les trois involutions bc, de; 
bd, ce; be, cd, tombe, respectivement, en c, d, e. Ces points appartiennent 
donc ä la courbe JS'^ et pourtant ils ne donnent pas lieu a des transversales 
satisfaisant ä la question, puiscfu'on n'a ä y considerer que cinq points, au 
lieu des six qu'exige Tenonce du theoreme. Chaque combinaison distincte de 
trois points, tels que c, d, e, avec ab, fournit donc trois cas d'exception. 
Donc ces cas sont, en totalite, sur les m(m— 1) tangentes, au nombre de 

^ 1.2.3 -m{m-\) = i/t. 

Reunissant les cas d'exception, qui proviennent des trois considerations pre- 
cedentes, on trouve enfin 

Donc le nombre utile des inlerseclions de JS* et de C^ se reduit a 

fam-^.a = |/i(m-5). 

Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft. 4. 42 
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li est evident d'ailleurs que ces point sont situ6s, six par six, sur des droites 
concourantes en o. Donc le nombre des transversales distinctes qui satisfont 
a la queslion, c'esl-ä-dire la classe de la courbe cherchee est enfin 

3 i 

^-g-^(m— 5) = -jg-wCm— l)(m — 2)(»i — 3)(m-4)(m— 5), 

ce qu'il fallait demonlrer. Gelte courbe a pour tangente (m— 3)(m— 4)(fÄ--5)*"**'** 
chacune des tangentes d'inflexion de la courbe donnee C^. 

Remarque. On sait (ChasleSy Geom. sup. 207) que s\ e, f sonl les 
points doubles d'une Involution determinee par les couples de points a^ b et 
Cy dy ces points^ conjugues entre eux, forment une Involution de six points 
avec les couples de points o, c et 6, rf et aussi avec les couples a, d et b^ c. 

Donc les transversales donl il a ete question ci-dessus (7, remarque) 
et sur chacune desquelles deux points de C^ divisent harmoniquement a la fois 
deux Segments inlerceptes sur cette courbe par la transversale, sont des tan- 
gentes doubles de la courbe enveloppe des six points en Involution. 

Ces transversales sont aussi tangentes aux courbes enveloppes des 
n"* 7 et 11 ci-dessus. Donc elles fönt partie des tangentes communes ä 
ces trois courbes, ce qui fournit une limite superieure que leur nombre ne 
saurait depasser, ni mdme atteindre, puisqu'il faudrait en deduire au moins le 
nombre des tangentes de C^ sur lesquelles un point de la courbe est le con- 
jugue harmonique du point de conlact par rapport a deux points d'intersection; 
tangentes evidemment etrangeres ä la question et dont le nombre est deter- 
mine ci- apres (15.). 

13» Examinons quelques cas particuliers de la question generale qui 
vient d'ötre traitee (12). 

Si la C„ est du sixieme ordre, la courbe enveloppe des transversales 
qui la coupent en six points en Involution est de la 45^ classe. 

Mais cette classe est bien moins elevee, si la courbe se fractionne en 
courbes d'un degre moindre, et que, par suite, certaines conditions soient im- 
posees relativement a la maniere dont les points doivent ötre conjugues deux 
a deux dans Tinvolution. Supposons que la C^ se compose de trois coniques 
C2, Ca^ C2". Si Ton fait tourner une transversale oL autour d'un point Oy on 
reconnait aisement que le lieu d'un point conjugue a Tun des points d'inter- 
section de oL et de O2', dans Tinvolution que determinent les deux segments 
interceptes par oL sur C2 et Cj 9 est une courbe du sixieme ordre -S, qui coupe 
C2 en douze points. Mais six de ces points sont, comme on va le voir, 
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etraiigers a la question. En effet, si Ton cherche le lieu des poinh doubles 
de rinvolulion determinee par les deux Segments que la transversale tournante 
inlerceple sur les deux coniques Ci-^ C/, on trouve que c'est une courbe du 
troisieme ordre. Car, sur chaque droile oL, on a deux points de ce lieu, et. 
si Ton con9oit la conique determinee par la condition de passer par le point 
o et par les quatre points d'intersection de C2 et C2, sa tangenle en est la 
seule direclion de la transversale pour laquelle Tun des deux points doubles^ 
dont on cherche le lieu geometrique, puisse se trouver en 0. Ce lieu est 
donc du troisieme ordre, et il coupe Cj en six points a. Considerons Tun 
de ces points. II appartient necessairement ä la courbe 2; car la droite oa 
delerraine, sur les trois coniques, une Involution; niais conime cette involution 
a un point double en a, eile n'a lieu qu'entre cinq points, au lieu de six, et 
parconsequent la transversale oa est etrangere a la question. Les points d'inter- 
section de 2 et de C^ sont ainsi reduits ä six; et, comme ils se trouvent, 
deux a deux, sur des droites concourantes en 0, il n'existe, en realile, que 
trois transversales, issues du point 0, qui remplissent les conditions du probleme 
enonce. Ainsi la courbe enveloppe est de troisieme classe. 

Le theoreme correlatif de celui-ci, par voie de dualite, a ete demontre 
analytiquement par M. Cayley, dans le tome X du Journal de Mathematiques 
de 31. LioumUe^ page 104. 

Supposons, en second lieu, que la C,„ se compose de six droites. Si 
les six droites sont conjuguees deux ä deux, la courbe enveloppe d'une droite 
qui les coupe en six points en involution est une courbe de troisieme classe; 
ce qui se demontre comme dans le cas precedent. Mais si la maniere dont 
ces droites doivent ötre associees n'est pas designee, le lieu se compose, en 
totalite, de quinze courbes de troisieme classe, et le lieu complet est, comme 
dans le cas general, de la 45'' classe. Donc si la C^ se compose de m 

droites, 1 enveloppe se fractionne en 15—^ — 40345 

courbes de troisien^ classe. 

Si Ton fait la figure correlative, dans le cas de six droites, on retrouve 
un theoreme connu, savoir: Quand six points, situes dans un mime plan, sont 
conjugues deux ä deux, le lieu d^un point, d^oü on les eoit suieant trois angles 
en involution, est une courbe du troisieme ordre. 

Le theoreme concernant les six droites fournit un moyen de trouver 

le point de contact de chaque transversale, qui coupe une C^ generale en six 

points en involution, avec son enveloppe. 

42» 
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Car soient a, l>, c, d, e, f les six points qui jouissent de celte pro- 
priele sur la transversale L dont il s'agit. On menera les tangentes a C^ en 
ces six points, lesquelles determineront dans les conditions presentes, comme 
on Ta vu ci-dessus, une courbe enveloppe de la troisieme classe. Le poinl 
de contact de L avec cette courbe sera le point cherche. 

\^m Les exemples qui precedent me semblent suffisants pour bien 
faire connaitre Tesprit de la methode qui convient ä la Solution de ce genre 
de questions, et la maniere d'en faire Tapplication dans chaque cas particulier. 
Je ne les niultiplierai donc pas davantage. 

§. 3. 
Ift« Je consacrerai ce dernier paragraphe a la Solution d'un probleme 
que M. Steiner propose ä ses lecleurs, et qui fall parlie des desiderala de 
son Memoire. 

Ce probleme, auquel j'ai fall allusion ä la fin de la remarque du n"^ 12 
ci-dessus, est enonce par Tillustre Geometre en ces termes: 

Determiner *le Heu JS des quatriemes points harmoniques a con^ 
jugueSy sur chaque tangente S d'une courbe algebrique C^ du degre 
m^ au point de contact a, par rapport ä tom les couples de deux 
points quon peut fomier des m— 2 points d^interseclion b, c^ d^ . . , 
de la tangente S et de la courbe. (V. page 354 de la traduction 
de M. Woepcke.) 
Je vais prouver que ce lieu est du degre {m{m—2)[m(m+i) — i2]'^ mais, 
pour cela, il est necessaire de rappeler les deux lemmes suivants, savoir: 
Lemme I. Le lieu du conjugue harmonique d'un point fixe, par rapport 
ä tom les couples de deux points interceptes par une courbe C„ sur 
une transversale qui pieote autour du point fixe, est une courbe 2' 
du degre im(m— 1). 
Ce theoreme, enonce par M. Steiner y page 343 du memoire precite, est tres 
facile ä demontrer. On voit ensuite aisement que, si le point fixe se meul 
sur une droite L, les courbes S\ qui correspondent une ä une a ses diverses 
positions, forment, non pas un faisceau, mais une serie de teile nature que, 
par un point quelconque P du plan, il passe en general {m{m—\) de ces 
courbes 2\ que j'appelerai les courbes harmoniques des points de la droite L, 

En eiTet, pour que la courbe harmonique d'un point fi de L passe par 
le point P, il faut evidemment que la courbe harmonique du point P passe 
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en fi. Donc il y a^ sur L^ autant de points satisfaisant a la question, qu'il y 
a d'unites dans le degre de la courbe hannonique du point P; donc ^m(m—l). 

Cela etant, il s'ensuit que las courbes harmoniques des points de L 
formeht ce que j'ai appele une serie d'indice Jm(m— 1), dans un memoire 
insere au tome VI (2* serie) du Journal de Lioumlle (1861). 

Lemme IL Qnand les courbes C« d\n faisceau de degre m cor- 

respondent, une ä une^ aux courbes C„ d''une serie d'indice N, le 

Heu des points dUntersection de deux courbes correspondantes est une 

courbe de degrä Nm'\'n. 

La demonstration de ce lemme se conclut sans difficulte de celle que j'ai 

donnee, pour un cas plus general, dans rarticle du Journal de Lioueille deja 

eile, §. VI. 

Cela pose, pour Irouver le degre du lieu -2", qui fail Tobjel du pro- 
bleme'propose, il suffit de determiner combien ce lieu possede de points sur 
une droite quelconqüe L. Or quand un point a de L appartient a la courbe 
2, Tun a des points de contact des tangentes ä C^ issues du point a se 
trouve sur la courbe harmonique 2i' relative au point a; mais ce point se 
Irouve en mdme temps sur la courbe premiere polaire du point a par rapport 
ä C^; donc il est Tun des points d'intersection de ces deux courbes. 

Si le point a se meut sur L^ les courbes polaires C,»_i forment un 
faisceau, tandisque les courbes harmoniques -S'j,^^^^,) correspondantes forment 
une serie d'indice ^m{m—i) [lemme I.]; donc [lemme IL] les courbes polaires 
et les courbes harmoniques correspondantes se coupent sur une courbe U du degre 

^i»(m~l).(w— l) + ^w(m — 1) = ^m^{m—i). 
Mais la courbe U se decompose en deux parlies, savoir, la courbe C^ elle- 
mäme, et une courbe W du degre ^nr(m—i)—m = lm{m+l)(m—2), Car 
seit fx un point de L; les m{m—i) points de contact des tangentes a C^, issues 
du point ^^ appartiennent en memo temps a la courbe polaire et ä la courbe 
harmonique de ce point, sans toutefois satisfaire ä la question. Quand le point 
/Lt parcourt la droite L, ces points de contact deviennent successivement tous les 
points de C^; donc C^ est une brauche du lieu U, etrangere a laquestion proposee. 

Actuellement il est clair que, si a est un point d'intersection des courbes 
W et C„,y la tangenle ä C« en a coupe L en un point a qui est le conjugue 
de a par rapport ä deux points d'intersection b^ c de C^ par celte langente. 
Donc le nombre de fois distinctes que cette circonstance a lieu est precisement 
celui des rencontres de L et du lieu cherche 2, et il exprime le degre de ce lieu. 
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Le norabre des inlersections des courbes W et C^ est equivalent a 
4m^(m+l)(w~2). Mais tous ces poinls ne donneni pas lieu a des tangentes 
disiinctes. Car soit t un point d'inflexion de C„; ce point compte pour trois 
dans le nombre des inlersections des deux courbes, et pourtani il ne donne 
lieu qu'a une seule tangente et a un seul point a sur L Donc le nombre 
ci-dessus doit dtre diuiinue de deux unites pour chaque point d'inflexion. 
c'est-ä-dire, en totalite, de 6»i(m--2), et il vient enfin, pour le degre de -2", 
^m(m— 2) [m(ii»+l)— 12]; ce qu'il s'agissait de trouver. 

IG« Si m=4, le lieu est du 32^ degre. Ce resultat, en ce qui 
concerne le cas de m = 4, etait connu {Voir le memoire de M. Steiner, en 
note au bas de la page 328 de la traduction fran^aise), et Tauleur ajoute, ce 
qui est evident, que ce lieu C32 a, avec C4, des contacts du second ordre en 
chacun de ses vingt-quatre points d'inflexion, et qu'il passe une fois par chacun 
des cinquante-six points de contact de ses tangentes doubles. 

Mais, comme ce probleme general, qui vient d'etre traite (15.), n'elait 
pas resolu, il serait possible que la connaissance du degre de ce lieu resultat 
indireclement de celle du nombre des points d'inflexion et des points- de contact 
des tangentes doubles de la courbe du quatrieme ordre, points qui sont Ic^ 
seuls par lesquels cette courbe du 32* degre puisse passer sur C4. 

Ici ce theoreme, cas particulier d'un autre plus general, est etabli a 
priori, II peut donc servir (le nombre des points d'inflexion etant suppose 
connu) ä determiner le nombre et la position des points de contact des tan- 
gentes doubles de la courbe du 4** ordre; ce qui fournit une Solution nouvelle 
et tres directe de cette question, bien connue d'ailleurs, et que j'ai moi-mdme 
traitee d'une maniere tres differente, dans Tarticle precite du Journal de Lionmlle, 

Si m = 5, le lieu est du 135* degre; il coupe C5 en 675 points, 
savoir: II a avec C5 des contacts du second ordre sur deux branches en chacun 
de ses 45 points d'inflexion, qui representent parconsequent deja 270 points 
d'intersection ; il passe par les 240 points de contact des 120 tangentes doubles 
de C^; enfin il coupe C5 en 165 points b conjugues harmoniques des points 
de contact a des 165 tangentes hamwniques de C5, par rapporl aux deux autres 
points Cy d d'intersection de chacune de ces tangentes avec la courbe: ce qui 
donne un total de 270 + 240+165 = 675. Etc. 

Paris, 10 Juillet 1861. 
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lieber die Integration der partiellen Differential- 
gleichung: |^+^ = o. 

(Von Herrn C. Neumann zu Halle.) 



§. 1. 

Angabe des Problems: Allgemeinere Behandlung desselben nach Analogie der Greenschen 
Methode: Einführung der „Greenschen FuncHon^^ und der mit dieser correspondirettdeti 

Randbelegung, 

Uem Probleme, den stationären Temperaiurzusland eines homogenen 
Körpers zu bestimmen, wenn die Temperatur seiner Oberfläche in beliebiger 
Weise gegeben und unveränderlich ist, kann ein anderes Problem zur Seile 
gestellt werden, welches in Bezug auf die Ebene denselben analytischen 
Charakter darbietet wie jenes in Bezug auf den Raum. Dieses Problem der 
Ebene ist es, mit welchem sich der vorliegende Aufsatz beschäftigt. Versteht 
man unter (R) irgend eine in der Ebene abgegrenzte zusammenhängende 
Fläche von beliebig gestellter Randcurve, so lautet dasselbe: 

Es soll eine Function ^{x,y) gefunden werden, welche I) inner-- 
ihcUb (R) überall der Gleichung ^4> = 0*) Genüge leistet; welche 11) 

(1.) Isammt ihre» Ableitungeti -^— , -k— innerhalb (Ä) überall endlich, ein- 

deutig und continuirlich bleibt; und welche III) am Rande von (R) ge-- 
gebene Werthe besitsst. 

Es ist bekannt, dass die Behandlung der analogen Aufgabe des Raumes 
wesentlich erleichtert und gefördert wird durch die von Green und Gauss 
entwickelte Theorie des dem iV^fr^onschen Anziehungsgesetze entsprechenden 
Potentials. Aehnliche Vortheile resultiren für das hier vorliegende Problem 
der Ebene aus der Untersuchung eines gewissen anderen Anziehungsgesetzes 
oder vielmehr aus der Theorie des diesem neuen Gesetze zugehörigen Po- 
tentials. Wie man nämlich bei Behandlung des räumlichen Problemes eine 
Materie in Anwendung bringt, welche irgendwie im Räume vertheilt wird, und 
für welche das Potential zweier Theilchen aufeinander durch das Product ihrer 
Massen multiplicirt mit dem reciproken Werth ihrer Entfernung dargestellt 



*) Unter d^ soll durchgängig der Ausdruck -3— rH — ^r verstanden werden. 
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wird : ebenso ist es liier bei Behandlung unseres Problemes der Ebene zweck- 
mässig, eine fingirte Materie oder ein fingirles Fluidum zu Hülfe zu nehmen, 
welches auf beliebige Weise in der Ebene vertheilt wird, und für welches 
das Potential zweier Theilchen aufeinander gleich ist dem Product ihrer Massen 
multiplicirt mit dem Logarithmm ihrer Entfernung, Es hat dieses Logarith- 
mische Potential in Bezug auf die Ebene Eigenschaften, welche vollständig 
analog sind mit denen, die das dem NewtomcYiexi Gesetze entsprechende Po- 
tential für den Raum besitzt; und verdient unter diesen Eigenschaften folgende 
hervorgehoben zu werden: 

Stellt V das Logarithraische Potential irgend einer in der Ebene be- 
ifindlichen Massenverlheilung in Bezug auf einen variablen Punkt [x^y) 
(2.) (vor; und befinden sich jene Massen sämmtlich ausserhalb einer in der 
[Ebene abgegrenzten Fläche (R): feo sind innerhalb (Ä) V, -p— , -^ 
endlich, eindeutig, continuirlich, und JV=0. 
Und umgekehrt: 

I Besitzt V innerhalb ,{R) die eben angegebenen Eigenschaften, so lässt 
sich dasselbe immer als das Logarithmische Potential von Massen dar- 
stellen, die in dem ausserhalb {R) befindlichen Theile der Ebene liegen. 

Analog, wie es im Räume üblich ist, werde ich eine Function F, welche zur 
Fläche (ß) in der durch (2.) und (3.) dargestellten Beziehung steht, eine 
Potentialfunction der Fläche (R) nennen. Demnach kann man dann die Be- 
dingungen I), II), welchen die unbekannte Function * unseres Problemes (1.) 
genügen soll, auch dahin zusammenfassen, dass man sagt, 4> soll eine Potential- 
function des gegebenen Raumes (Ä) sein. 

Dass unser Problem (1 .) immer lösbar ist, und immer nur eine einzige 
Lösung gestattet, lässt sich in ganz ähnlicher Weise darthun, wie solches von 
Gauss für das analoge Problem des Raumes bewiesen ist. Ich übergehe daher 
diesen Beweis, und übergehe aus gleichem Grunde auch den Beweis der 
Sätze (2.) und (3.) 



Ich werde zunächst über denjenigen Theil der Theorie des Logarith- 
mischen Potentials, welcher bei Lösung unseres Problemes (1.) zur Anwendung 
kommen wird, einen Ueberblick geben; werde dabei aber aus dem bereits 
genannten Grunde oft nur andeutend zu Werke gehen. 
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Bezeichnet man mit q einen beliebig gewählten festen Punkt inner-^ 
halb der gegebenen Fläche (fi), so wird man immer die Randcurve dieser 
Fläche mit einer gewissen Quantität des fingirten Fluidums der Art ^ybelegen^^ *) 
können, dass diese Belegung auf alle Punkte der Ebene, die ausserhalb (Ä) 
liegen, ebenso einwirkt wie eine in dem gegebenen inneren Punkte q con- 
centrirle Masse +1; oder genauer ausgedrückt: es wird immer eine Rand- 
belegung des Raumes (A) existiren, welche in Bezug auf alle äusseren Punkte 
gleiches Potential besitzt mit einer in q concentrirten Masse +1. Ich werde 
dieselbe „die dem Centrum q entsprechende Randbelegung^^ nennen, und die 
bei dieser Belegung auf einem Element ds^ der Randcurve vorhandene Masse 
mil Hl,^^ds„ bezeichnen. Versteht man also unter x einen beliebigen äusseren 
Punkt und unter L„y, L^^ die Logarithmen der Abstände, welche x von ds^ 
und q hat, so ist: p. ^ 

(40 fdsM''La. = K 
Ebenso wie diese Formel das Potential der in Rede 
stehenden Randbelegung auf äussere Punkte x reprä- 
sentirt, so werde ich andererseits das Potential derselben 
auf einen beliebigen inneren Punkt p (Fig. A) mit 

(5.) Jds^H^^U, = G^»> 

bezeichnen, und dasselbe die dem Centrum q ent^ 
sprechende Greensche Function nennen. Wenn wir uns gegenwärtig die dem 
Centrum p entsprechende Randbelegung gebildet denken, und die bei der- 
selben auf irgend einem Randelement dsf, vorhandene Masse mit Hl^^dsf, be- 
zeichnen, so ist analog mit (4.): 



.,,. • or 




/ 



dSbHJ Lsx = i« 



oder, wenn wir den äusseren Punct o; in eine Stelle a des Randes fallen lassen: 

(5«.) fds.Hl^'h^ = L,^; 
und wenn wir diesen Werth von L^^ iß (5) substituiren : 

ffds^ds.H'^'Hl'Xb = cf;\ 

Hieraus ersieht man sofort, dass die Greensche Function G^^^ symmetrisch ist 

2 in ähnlicher Weise, wie man sich im Räume die Oberfläche eines Körpers 
Bctrischem Fluidum „belegt" denkt. 
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in Bezug auf p und q; dass also z. B. 

(6.) g;'J =fdsM''K =fd»am'^K 

ist. Eine zweite wichtige Eigenschaft der GV*eeiischen Fjunction ergiebt sich 
gleichfalls aus den Formeln (4.) und (5.). Wendet man dieselben nämlich 
auf den Fall an, dass der äussere Punkt x der einen und gleichzeitig auch 
der innere Punkt p der andern in eine Stelle b des Randes fiele, so werden 
die linken Seiten beider Formeln identisch. Somit folgt L^^ = G^^\ Beachtet 
man diese Gleichung, und beachtet man ferner, dass die Greensche Function 
sich auf die Einwirkung von Massen bezieht, welche am Rande von (Ä) also 
ausserhalb der Fläche (/2) liegen, dass sie demnach eine Potentialfunction 
des Raumes (ü) ist, so ergiebt sich fär dieselbe sofort folgende secundäre 
Definition : 

iDie einem inneren Centrum q entsprechende Greensche Function G^^^ 
kann definirt werden als diejenige Potentialfunction des gegebenen 
Raumes, welche mit dem Logarithmus des Radius qp gleich werthig 
wird, sobald der variable Punkt p an den Rand des Raumes rückt. 
Beiläufig ergiebt sich hieraus, dass die durch die Bedingungen (1.) definirte 
Function 4^ sich in die dem Centrum q entsprechende GV*eefische Function &^^ 
verwandelt, sobald man dort zu den gegebenen Randwerthen von 4> die Logarith- 
men der, vom Centrum q nach dem Rande gezogenen, Radii-vectores nimmt. 

Es bleibt endlich noch übrig, den Zusammenhang anzugeben, welcher 
staltfindet zwischen der unbekannten Function ^ unseres Problemes (1.) und 
zwischen der irgend einem Centrum entsprechenden Randbelegung. Zu diesem 
Zwecke bediene ich mich folgendes Salzes: 
^ j Eine Potentialfunction des Raumes (A.) lässt sich immer darstellen als 
|das Potential einer gewissen Randbelegung des Raumes. 
Es wird daher eine Randbelegung dSaPa von (/{.) existiren müssen, mit Hülfe 
deren sich der Werth unserer unbekannten Function 4> fär irgend einen 
Innern Punkt p in folgender Weise darstellen lässt: 

(9.) *^ =/dSaPaLa,. 

Substituirt man für L^^ den Werth (ö"".), so ergiebt sich: 

Man kann hier die Integration nach dsa vermittelst derjenigen Gleichung be« 
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werkstelllgen, welche aus (9.) durch Verschiebung des variablen Punktes p 
nach irgend einer Randstelle b entspringt d. i. vermittelst der Gleichung 

und erhält dann: 

(10.) *^ =fds,Hl'''^6^ 

Da die Randwerthe *(, gegeben sind, so ist die Ermittelung des Werthes, 
welchen die unbekannte Function * in irgend einem inneren Punkte p besitzt, 
hiemit (nämlich durch (10.)) reducirt auf die Bestimmung der dem Centrum p 
entsprechenden Randbelegung W^^; oder, was dasselbe ist, reducirt auf die 
Ermittelung der dem Centrum p entsprechenden Greenschen Function. Wie 
man hier sieht, muss die Lösung der eben genannten Fundamentalaufgabe 
(d. h. die Ermittelung der Greenschen Function) für jede belielnge Lage des 
Centrums ausgeführt sein, falls man daraus die vollständige Lösung unseres 
Problemes (1.)? nämlich die Werthbestimmung von * für jeden beliebigen 
inneren Punkt ableiten will. In §. 5. werde ich zeigen, dass diese Fundamental- 
Aufgabe auf eine noch einfachere Aufgabe zurückgeführt werden kann, dass 
nämlich die Kenntniss der Greenschen Function für eine einzige Lage des Cen- 
tnims bereits ausreichend ist zur vollständigen Lösung unseres Problemes (1.). 

2. 

Untersuchung eines gewissen Niteau-Cureen-SystemeSy welches um ein gerades Linien- 
Segment auf ähnliche Weise herumläuft, wie confocale Ellipsen um ihre Brennlinie. 

Ein beliebiges Segment der x-Axe werde mit gg' bezeichnet, und 
dieses mit einer beliebigen Quantität des fingirten Fluidums belegt gedacht. 
Ausserdem seien in der Ebene andere Massen M dieses Fluidums auf be- . 
liebige Weise und an beliebigen Stellen jedoch symmetrisch zur x-Axe 
vertheill. Denken wir uns nun die Massen M fest, das auf gg befindliche 
Fluidum dagegen längs dieser Linie gg' beweglich wie in einem an seinen 
Endpunkten geschlossenen Canal; denken wir uns ferner dieses in gg ent- 
haltene Fluidum wäre durch die gegenseitige Einwirkung seiner Theilchen 
sowie durch die Wirkung der festen Massen M hin und her bewegt worden, 
bis es schliesslich unter dem Einflüsse dieser Kräfte zur Ruhe gelangt ist, sei 
dann aber in dieser Gleichgewichtslage fest geworden; und bezeichnen wir 
endlich bei dieser Anordnung das Potential der Massen M und gg' zusam- 
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mengenommen auf irgend einen Punkt x mit V^: so lasst sich, wie ich 
zeigen werde, für den von der Niveau -Curve Fx = Const. umschlossenen 
Raum das Problem (1.) immer lösen. Vorausgesetzt wird dabei allerdings noch 
ein Umstand, der aber erst später (in (11.)) erwähnt werden soll. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass zu denjenigen Curven, für welche 
man auf diese Weise die Lösung unseres Problemes (1.) erhält, viele bekannte 
Curven gehören. Für den Fall z. B. , dass die äusseren Massen M Null sind, 
erhält man eine Ellipse, deren Brennpunkte in g und g' liegen *). Bei einer 
gewissen Anordnung der Massen M erhält man ferner die bekannte Curve 
vierten Grades: ax^+by^ = {x^+y^y. Bei anderer Lage der Massen M er- 
geben sich endlich die mit den elliptischen Functionen in Zusammenhang 
stehenden Curven, welche Herr Siebeck (Bd. LVII, pag. 365 dieses Journals) 
untersucht und abgebildet hat. 

An Stelle der rechtwinkligen Coordinaten x, y werde ich andere Va- 
riablen d-, o) einführen, von welchen die erstere & eine lineare Function des 
Potentiales V ist, und die letztere co dadurch definirt werden kann, dass &+ia} 
eine monogene Function von x+iy sein muss. 

Aus der Anordnung, welche wir der Masse gg' haben zu Theil werden 
lassen, folgt sofort, dass das Potential V für alle Punkte des Segmentes gg' 
einen constanlen Werth besitzt, dass also eine der Niveau -Curven K=Consl. 
durch dieses Linienstück selber repräsentirt wird. Die übrigen Niveau-Curven 
werden um gg etwa in ähnlicher Art herumlaufen wie ein System confocaler 
Ellipsen um ihre gemeinsame Brennlinie und sämmtlich symmetrisch zur x-Axe 
liegen, wie aus der über die Lagerung der Massen M angenommenen Sym- 
metrie sofort folgt. Die Symmetrie, welche das Ellipsensyslem zur y-Axe 
darbietet, wird dagegen unserem Niveau-Curven-System im Allgemeinen fehlen. 



♦) In der That habe ich, wie bei einer anderen Gelegenheit dargele^ werden 
Boll; gefunden, dass ein System confocaler Ellipsen definirt werden kann als ein ge- 
wisses System von Niveau-Curven, nämlich dargestellt werden kann durch die Glei- 
chung F^ = Const., wo Fjf das Potential derjenigen Wirkung vorstellt, welches äie 
mit einer Quantität des fingirten Fluidums bdegt gedachte Brennlinie auf einen be- 
liebigen Punkt X ausübt, vorausgesetzt, dass jenes Fluidum auf der Brennlinie die- 
jenige Vertheilung besitzt, welche zu seinem Gleichgewicht auf derselben erforderlich 
ist. Eine ejMiz analoge Eigenschaft besitzt übrigens auch ein System confocaler El- 
Unsoide in Bezug auf seine Brennebene. Nur muss man dort an Stelle des fingirten 
Fluidums das elektrische Fluidum zur Belegung der Brennebene in Anwendung 
bringen. 
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Ich füge nun zu dem vorbin Bemerkten hinzu, dass ich fär die Niveau-Curve 
r=Const. 

!das Problem (1.) nur dann zu lösen im Stande bin, wenn von den 
supponirten Massen M und gg' allein gg' innerhalb der Curve, M hin- 
gegen ausserhalb derselben liegt. 



Zuvörderst ist eine genaue Untersuchung der Functionen V, &^ w 
noth wendig. & soll definirt sein durch die Gleichung: 

(12.) & = AiV^V,), 

wo A eine noch disponible Constante und V^ den Werth vorstellt, welchen 
das Potential V für die Linie gg' besitzt. Femer soll w für alle Stellen der 
Ebene, an welchen JV, mithin auch J& Null ist, definirt sein durch die 
Gleichungen: 

und durch die Anfangsbedingung: (o = für den Punkt g. Bezeichnet man, 
wie fortan stets geschehen soll, mit n die von Innen nach Aussen gerich- 
tete Normale einer Niveau -Curve, und mit s diejenige Richtung der Curve 
selber, welche zu n ebenso liegt, wie die y-Axe zur a:-Axe (Fig. I, 
pag. 343); so ist: 

(14.) cos(», x) = cos(«, y), cos(ii, y) + coB{8, x) = 0. 
Da nun: 

Ö« fl« / \ . oft* / \ 

öT = ar^^^(*^ ^)+ a^cos(*, »), 

so ergiebt sich aus (13.) und (14.) 

sofort: und auf ähnliche Weise: 

b» dm d^ , da 



(15.) 



ölt ~ ds ds ^ dn " 

I Dieselben Relationen werden auch fflr zwei beliebige auf einander 

senkrechte Richtungen v und a gelten; falls nur a zu v liegt, wie s 
zu n, das ist wie y zu x. 



,1 ■■" ^'* 
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Eine andere Folgerung aus (13.) ist die Gleichung: 

d» da) , d& d(a 



dx öx ' dy dy 



= 0, 



aus welcher erhellt, dass o> = Consl. ein Curvensystera vorstellt, welches die 
Niveau-Curven F=Const. oder Ö^ = Consl. senkrecht durchschneidet, welches 
also ebenfalls symmetrisch zur ar-Axe liegen muss, und zu welchem unter 
Anderem auch die rechts- und links -fortlaufenden Verlangerungen von gg* 
gehören werden. Die senkrechte Trajectorie gx (Fig. I) wird dargestellt sein 
durch die Gleichung co = 0, weil a> seiner Definition zufolge im Punkte g 
den Werth besitzt; hingegen wird sich zeigen, dass die senkrechte Tra- 
jectorie g'x^ durch einen anderen constanten Werth von m reprfisentirt wird. 
Auch werden wir finden, dass alle übrigen unter den hier vorhandenen Tra- 
jectorien durch zwei verschiedene conslante Werlhe von a> dargestellt sind, 
von denen sich der eine auf die oberhalb, der andere auf die unterhalb gg 
liegende Hälfte der Trajectorie bezieht. — Der so eben für gx gefundenen 
Gleichung £o=0 kann die Gleichung der Linie gg' selber zur Seile gestellt wer- 
den. Diese nämlich ist repräsentirl durch r=l^,, also nach (12.) durch d=0. 

Für den von einer Niveau- Curve umschlossenen Raum ist F keine 

Potentialfunction, weil die Differenlialquolienten ^— , ^ — discontinuirlich sind 

für die innerhalb dieses Raumes befindliche mit Masse belegte Linie gg\ 
Zur weiteren Untersuchung von i^ und w ist es daher zweckmässig an Stelle 
des von einer Niveau -Curve begrenzten tnollen inneren Raumes einen f>on 
zwei Niveau -Curven begrenzten ringförmigen Raum (Ä") zu betrachten, wel- 
cher so gewählt sein soll, dass derselbe nicht cUlein f)on den Massen gg\ son- 
dern auch von den supponirten Massen M vollständig frei ist, dass also 

'-• ^' W '""'"'" ("""" (**■' """ (*'■» '"'=" •*• f-' W' ^' w 

innerhalb (R^) überall endlich, eindeutig und continuirlich bleiben. Um den 
Gang von w selber innerhalb (A") zu erkennen, müssen wir zunächst die 
Werthe untersuchen, welche das Integral 

J ^^^ 
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besitzt^ wenn dasselbe Ober ein kleines Curvenstflck aß (Fig. L) ausgedehnt 
ist, dessen Elemente da sämmtlich innerhalb (R^) liegen, nnd darin unter v 
die Normale von da ver- 
standen wird. Wir pro- Pig. i. 
jiciren zu diesem Zweck r^ 
das gegebene Curven- 
stück aß auf den inneren 
Rand des Raumes (R\ 
indem wir uns dabei 
als Projectionslinien der 
senkrechten Trajectorien 
des Niveau-Curven-Sy- 
stems bedienen; und wen- 
den sodann auf das von 
aß selber, von der eben 
erhaltenen Projection ab 
und von den beiden 
senkrechten Trajectorien 
aa^ bß eingeschlossene 
Curven- Viereck die be- 
kannte Formel 




>a: 



fw-^' -fp»'^^^ 



an, wo sich die beiden Integrale respeclive auf den Rand und auf die Fläche 
des Vierecks beziehen. Beachtet man, dass die Fläche des Vierecks voll- 
ständig dem Raum (/{") angehört, dass demnach S^ für dieses Viereck eine 
Potentialfunclion ist, so sieht man, dass J9^ in dem Integrale rechts ist. 
Das Integral linker Hand besteht aus vier Theilen, welche respective den Cur- 
ven aß^ ab, aa, bß angehören, und von welchen die beiden letzten Null sind, 

BS' 
weil -3— verschwindet, sobald v senkrecht gegen eine Trajectorie zu liegen 

kommt. Demnach ergiebt sich: 

a 

WO V in beiden Integralen diejenige Richtung der Normale vorstellt, welche 
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in Bezug auf die Fläche unseres Vierecks- von Innen nach Aussen fortlAuft. 
Nehmen wir in dem zweiten Integrale an Stelle dieser Normale v die ent- 
gegengesetzte Richtung n, so erhalten wir: 

a o 

oder wenn wir endlich im zweiten Integrale, an Stelle der in der Richtung 
ba gerechneten Bogenlänge a, die in der Richtung ab gerechnete Bogenlänge 
s einfuhren: 

a a 

wo nun gegenwärtig v zur Richtung aß ebenso liegt wie n zu ab. Diese 
Formel sagt: 

-^da hat 
/|w X ) stets gleichen Werth mit demjenigen Integrale, welches der orthogonalen 

1 Projection dieses Curvenstäckes auf den innem Rand in analoger Weise 

V zugehört. 
Und daraus ergiebt sich nun unmittelbar folgender wichtige Satz: 

-^do über eine beliebige geschlossene 

(Curve aus, deren Elemente da sämmtlich in (Ä") liegen, so ist der 

(18.) ^ Werth desselben entweder Null oder ein positives oder negatives Viel- 

I fache des dem inneren Rande zugehörigen und durch einmalige Um- 

Es wird nämlich das in Rede stehende Integral ±N,J sein, wenn man 
die gegebene Curve (rfa) durch eine continuHich fortschreitende Aenderung 
ihrer Lage und Gestalt und ohne dabei eines ihrer Elemente aus dem Räume 
(R^) herauszuschieben mit einem iVfachen Umgang des inneren Randes zur 
Deckung bringen kann. Und zwar wird der Werth +N.J oder —N.J sein, 
jenachdem die Normale v der Curve (rfa) bei der genannten Verschiebung mit 
der (im Integral / vorhandenen) Normale n des inneren Randes gleiche oder 
entgegengesetzte Richtung erhält. 

Das über den inneren Rand ausgedehnte Integral 

•'=/l^* = V"-V* (n«=h(12.)) 
behält übrigens, wie man aus (17.) sofort erkennt, denselben Werth, wenn 
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man an Stelle des Randes irgend eine andere in (R^) befindliche Niveau- 
Curve zur Integration benutzt. Zur einfacheren Gestaltung des Nachfolgenden 
ist es zweckmässig, die noch disponible Constante A der Art zu wählen, dass 
Jz=2n wird. Zu diesem Zweck mässen wir 

A ^" 

setzen, und haben dann nach (12.) als definitiven Werth von & folgenden: 
(19.) i^ = 271 ^'Zj" und J=2n. 






Der Satz (18.) wird nun sofort Aufschluss geben über die Natur der 
Function lo, Ist der Werth (0 = 0)^, für irgend einen Punkt p bekannt, so 
bestimmen sich die Werlhe von o) in der Nähe von p eindeutig vermittelst der 
Formeln (13.). Wenn man sich aber vom Punkte p weiter entfernt, auf irgend 
einem vollständig in (R^) liegenden Wege fortschreitet, und schliesslich wieder 
zu p zurückkehrt, so wird der Werth von w bei der Rückkunft im Allge- 
meinen von cu^ differiren; so dass also w für ein und denselben Punkt p 
mehrere Werthe besitzt. Bezeichnet man nämlich die durchlaufenen Weg- 
elemenle mit da, so ist der Werth w^, welchen w bei der Rückkehr nach 
p besitzt: 

Nennt man nun r diejenige Normale von rfa, zu welcher die Richtung a, in der 
man fortgegangen ist, ebenso liegt wie y zu x, so ist nach (15.): ■3--=-3-"- 
Nach (18.) und (19.) ist aber das Integral y^-|^ rfcr = +iV./= +iV. 2^1 also: 

wo N irgend eine ganze Zahl vorstellt. Folglich: 

r20^ jFür irgend eineh Punkt des Raumes (Ä") besitzt w unendlich viele 
) Werthe, welche von einander um Vielfache von 2n verschieden sind. 

Genau genommen wird daher z. B. der Werth von co für die senkrechte Tra- 
jectorieg'j? (Fig.I.) nicht alsO, sondern als irgend ein Vielfaches von 27i zu be- 
zeichnen sein. Um den Werth von 10 für die entgegengesetzt fortlaufende Tra- 
jectorie g'x zu erhalten, integriren wir über die obere Hälfte käk' des inneren 
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Randes, und erhalten dann, wenn wir mit dem Werthe co| = xV.2.^ ausgehen. 
bei unserer Ankunft in k' folgenden Werth: 

cüi, = ^k+j -^ds = iV.2n-r/ -^r-ds (nach (15.)). 

Erinnern wir uns nun daran, dass die supponirten Massen M symmetrisch zur 

x-Axe liegen, dass also die Krifte, welche diese Massen M in Veriiindang 

mit der 3Iasse gg' auf irgend zwei zur x-Axe symmetrische Punkte aus- 

dV 

üben, ebenfalls svnmietrisch sein müssen: so erhellt sofort, dass -;: — mithin 

' am 

auch -^— für zwei solche Punkte von gleichem Werth sein muss. Das über 

den inneren Rand ausgedehnte Integral ((18.) und (19.)) 

Ifisst sich daher in zwei Integrale zerlegen, von denen das eine der oberen, 
das andere der unteren Rand -Hälfte angehört, und welche beide gleichen 
Werth besitzen, beide also n sind. Demnach ist n der Werth des in un- 
serer Formel fQr ai|, vorhandenen Integrales; und daher: 

co^, = (2iV-f 1)71^ d. h. 
(2\ ^ S^^^ Werthe von u) sind für die beiden senkrechten Trajectorien gx 

\ und g'x' (bis auf beliebige Vielfache von 2rr) respective und n. 
Wir untersuchen endlich die Werthe von (o für zwei Punkte y^ d des inneren 
Randes (Fig. L), welche symmetrisch zur a?-Axe liegen. Wenn wr von y 
über k nach d gehen, *und den Ausgangswerth mit oi^ bezeichnen, so erhalten 
wir in k und d folgende Werthe: 

r * 

Da -Q— und somit (nach (15.)) auch -^ für zwei symmetrisch zur a?-Axe 
liegende Elemente ds gleichen Werth besitzt, so ergiebt sich, dass die beiden 
Integrale in diesen Formeln einander gleich sind. Die Subtraction derselben 
liefert daher: 

ofy+o}s = 2o>4. 
Da nun einer der Werthe von Wf, gleich Null ist, so ergiebt sich sofort: 

ilst der Werth von co für irgend einen Punkt des Raumes (Ä') =€0^, 
so ist der Werth dieser Function für den zum ersten symmetrisch 
liegenden Punkt (bis auf ein Vielfaches von 2n) =— coi. 
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öx dy 

Wenn wir bis jetzt die Abhängigkeit untersucht haben, in welcher 
&y ü) zn Xy y stehen, so ist es nun andererseits auch nothwendig, näher zu 
bestimmen, in welcher Weise umgekehrt x, y von &y w abhängen. Das 
Potential V wird, da der Raum (Ä*) von Masse frei ist, entweder beständig 
im Wachsen oder beständig im Abnehmen begriffen sein, während man von 
dem inneren Rande dieses Raumes längs einer senkrechten Trajectorie zum 

dV 

äusseren Rande fortgeht; also -^ — während dieses Ganges entweder stets 

BV 
pos. oder stets neg. bleiben. Andererseits ist klar, dass -^— auch dann das- 
selbe Vorzeichen behalten muss, wenn man längs irgend einer Niveau -Curve 
forlgehl. Da demnach -^— für den ganzen Raum (B!^) ein und dasselbe 
Vorzeichen besitzt, so wird, der aus (19.) entspringenden Formel 

dV 
4^ = 2n- ^"^ 



dn " ^ rar 






zufolge, ^— innerhalb (Ä") überall pos. sein. Nimmt man hinzu, dass nach 

(15.) -^ = -^ ist, so folgt: 

Innerhalb [W) ist & beständig im Wachsen begriffen, während man 
vom inneren Rande des Raumes längs einer senkrechten Trajectorie 
(23.) (zum äusseren Rande fortgeht; co ist beständig im Wachsen begriffen, 
während man längs einer Niveau -Curve und zwar in ihrer Richtung s 
(14.) fortschreitet. 

Hieraus ergiebl sich nun unmittelbar, dass jede in (Ä'') liegende Niveau- 
Curve durch Angabe des ihr entsprechenden Werthes von d- eindeutig be- 
stimmt wird; so wie auch andererseits, dass, wenn eine dieser Niveau-Curven 
gegeben ist, jeder auf derselben liegende Punkt durch Angabe des ihm zuge- 
hörigen Werthes von co eindeutig bestimmt wird. D. h. : 

(91 \ I ^^^ Coordinaten ar, y der in (ß") befindlichen Punkte sind eindeutige 
f Functionen von & und co. 

Schliesslich mag in Betreff der Variablen 9^ (o noch bemerkt werden, 
dass durch Einfährung derselben an Stelle von x^ y die Gleichung: 

44* 
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JF=0 oder ^+§=0 
übergeht in: 

wie sich aus den Formeln (13.) leicht ergiebt. 



§. 3. 

Lösung des Problemes (1,) ßr den von einer Niveau -Curte des g- 2 begrenxien 
Raum. Satz über eine beliebige zur x-Axe symmetrische geschlossene Curve (42.). 

Es handelt sich darum, die Greensche Function für den von einer 
Niveau -Curve umschlossenen Raum aufzustellen, d. h. eine Function zu fin- 
den, welche den in (7.) angegebenen Bedingungen entspricht. Um von 
diesen Bedingungen successive eine nach der anderen zu berücksichtigen, wer- 
den wir zuerst eine Reihe möglichst einfacher Potentialfunctionen des in Rede 
stehenden Raumes bilden, und sodann zweitens aus diesen, durch Multiplication 
mit geeigneten Constanten und Addition, eine neue Potentialfunction zusam- 
mensetzen, welche gleichzeitig auch der zweiten in (7.) ausgesprochenen 
Bedingung, nämlich der dort angegebenen Randbedingung Genüge leistet. 

Eine Potentialfunction F irgend eines Raumes ist dadurch definirt, dass 
innerhalb dieses Raumes 

I. JF=0 ist, 

II. F selber, -g— und -^ endlich, eindeutig und continuirlich bleiben. 

Wir wollen zunächst nicht den von einer Niveaucurve umschlossenen 
vollen inneren Raum, sondern wieder den ringförmigen Raum (Ä") betrachten^ 
dessen Randcurven so gewählt waren, dass dieser Raum von den supponirten 
Massen vollständig frei ist ; und zuerst für diesen die möglichst einfachen Potential- 
functionen bilden. Die Gleichung (I.) verwandelt sich hier (nach (25.)) in 

^^+-^— 1- = 0, und besitzt daher folgende parliculare Integrale: 



^ '^ ^F =: (Aer^+Be'^^)cosn(o+{Cer^+De-'''^)s\nnu}, 
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ox oy 

WO n, A, B, C, D, A\ . . . willkflrliche Constanlen sind. Eriimern wir 
uns nun daran, dass V das Potential der supponirten Massen M und gg^ auf 
einen variablen Punkt vorstellt, dass diese Massen aber sämmllich ausserhalb 

(Ä") liegen; so erhelll sofort, dass V, -^, -^ innerhalb dieses Raumes 
endlich, eindeutig und continuirlich sind. Dasselbe wird daher (nach (12.)) 
auch von i^, 3—, -^ und (nach (13.)) auch von ^^, -J^ gelten. Be- 
sässe demnach o) selber ebenfalls diese Eigenschaften, so würden die Functio- 
nen F (26.), nicht nur der Bedingung (I.), sondern auch der Bedingung (II.) 
genägen. Obgleich nun aber co selber eieldetdig ist, so kann doch dieser 
störende Einfluss durch geeignete Wahl der in den F enthaltenen willkür- 
lichen Constanten leicht beseitigt werden. Beachtet man nämlich, dass nach 
(20.) cos »CO und sinnco eindeutig sind, falls man nur für n eine ganze Zahl 
nimmt, so ergiebt sich sofort: 

Die Functionen F (26.) sind Potentialfunctionen des ringförmigen Raumes 
f97 N J iJ^% wenn man darin die Conslanten C", D^^ verschwinden lässt, unter 
\n eine ganze Zahl, und unter Ä*, B\ A, B, C, D willkürliche Con- 
( stauten versteht. 

Dieses Resultat wird später unmittelbar zur Anwendung gelangen, wenn es 
sich um die Ermittelung der ffreewschen Function für den ringförmigen Raum 
(Ä") handeln wird. 

Gegenwärtig gehen wir sogleich zu dem von einer Niveau -Curve 
umschlossenen vollen Raum (R) über; nehmen dabei aber (wie bereits in 
(11.) als nothwendig bemerkt wurde) an, dass dieser Raum nur die centrale 
Masse gg in sich enthält, nämlich frei ist von den Massen M. Construiren 
wir in diesem Räume irgend eine Niveau-Curve, weiche sich in ganz be- 
liebiger Entfernung um die centrale Niveau-Curve gg* herumziehen mag; so 
erhalten wir zwischen dieser Curve und zwischen dem Rande von (Ä) einen 
ringförmigen Raum, welcher von den supponirten Massen vollständig frei ist, 
und auf welchen daher die Resultate der vorhin angestellten Untersuchungen 
unmittelbar anwendbar sind. So ergiebt sich also z. B., dass für diesen ring- 
förmigen Raum, dessen innerer Rand der centralen Curve gg beliebig, selbst 
unendlich nahe liegen kann, die in (27.) angegebenen F Potentialfunctionen 
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Fig. 11. 



sind. Wir wollen nun je zwei ge- 
genüberliegende Punkte des inneren 
Randes mit a^ h bezeichnen (Fig. II.) 
und untersuchen ob unsere Functio- 
nen F den eben genannten Charakter 
auch dann noch behalten d. h. auch 
dann noch den Bedingungen (I.) und 
(IL) Genüge leisten, wenn bei fort- 
gesetzter Zusammenziehung des in- 
neren Randes je zwei Punkte a, 6 
zusammenfallen und hiedurch der 
ringförmige Raum in den gegebenen 
f>olleH Raum (Ä) übergeht. Man sieht 
sofort, dass den Bedingungen (II.) 
genügt wird, wenn bei unendlicher 
Näherung der Punkte a, b 

(^8.) (F,.=(n, m.={^\. (f)„=(f). 

wird; und ferner, dass falls auf diese Weise die in (II.) gestellten Anfor- 
derungen beim Uebergange des ringförmigen Raumes in den gegebenen vollen 
Raum {R) erfüllt bleiben. Gleiches in Bezug auf die in (I.) gestellte Anfor- 
derung bereits von selber erfolgt. 

Construiren wir in den Punkten a, b des inneren Randes die nach 
Aussen gerichteten Normalen n und die in (14.) definirten tangentialen Rich- 
tungen s (Fig. IL); und beachten wir, dass die beiden Richtungen n hei 
unendlich kleiner Distanz der Punkte a, 6 parallel und entgegengesetzt fort- 
laufen, dass ferner Gleiches für die beiden Richtungen s gilt; so verwandeln 
sich die Bedingungen (28.) in: 




(29.) 



(^)-(^).. ©.=-(B. (f).=-(f).- 



Da n und s die Normalen der Curven & = Const. und co = Const. sind, so ist : 

d& ö/i ' ds dct) ds 

3— und ebenso -^ 

dn d» 



c^n 



Da ferner, wie bereits früher bemerkt wurde. 
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zwei zur x-Axe symmetrisch liegende Punkte gleichen Werth besitzen, so ist: 

V ön A "" V ölt A ' \ds Ja^\ ds )b 
Demnach verwandeln sich die Bedingungen (29.) in: 

(30.) (n,=(FV, (m=-(m, (©.=-(©.• 

Wir werden nun finden, dass unsere Functionen F (27.) diesen Bedingungen 
im Allgemeinen nicht genügen, sondern, dass es dazu einer gewissen Beschran- 
kung der jn ihnen enthaltenen willkürlichen Constanten bedarf. Es ist nach (27.): 

F = A'+B'», F= (^6*^+Be-''^)cos«a>+(Ce**+De-*)siniia>, 

(31) (l^"= ^' tI^= (^e-*^fiOcos»ü;+(Ce*^-2)e-^)sin«ü>, 

1^ = 0, i- J^ = - (^e*^4-fie-"^) sin iia>+(Ce'»^4-De--^) cos n to. 

Da nun (nach (22.)) die Coordinaten zweier symmetrisch zur ar-Axe liegen- 
den Punkte &, ü) und &^ —co sind; da ferner & für die Linie gg' Null ist, 
und also die Coordinaten unserer beiden einander unendlich nahen Punkte 
a, 6 respective 0, co und 0, — co sind; so wird man die Bedingungen (30.) 
erhalten, wenn man in den für F, ^^, -^ aufgestellten Werthen (31.) an 
Stelle von S-, (o einmal 0, m, sodann zweitens 0, — co substituirt, und darauf 
die in beiden Fällen für F resultirenden Werthe einander gleich, dagegen 
die für -^ sowie für -^ resultirenden Werthe einander entgegengesetzt 
gleich setzt. Die so entstehenden Relationen werden dann stattfinden müssen 
für jede beliebige Lage des Punktpaares a, b, d. h. für beliebige Werthe von 
(o. Hierdurch ergeben sich für die in den F enthaltenen willkürlichen Con- 
stanten folgende Beschränkungen: 

Aus: {F)a = {F\ 
Aus 



Aus: 






folgt: 


* 




C+D-. 


= 


folgt: 


5" = 


= 0, 


A-B-. 


= 


folgt: 


♦ 




C+D = 


= 0, 



also zusammengenommen: 

Diesen Beschränkungen hat man also die in (27.) angegebenen F hinsichtlich 
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ihrer willkürlichen Constanten zu unterwerfen, wenn man die Potentialfunctio- 
neu des gegebenen eollen Raumes (Ä) haben will. Mithin: 

Bedeuten Ä\ A, C willkürliche Constanten und bedeutet n irgend eine 
[ganze Zahl, so sind 

(32.) { ^=^^ 

F=^(^^4-e"""^)cos«£o + C(e''*'-e~"^)sin«w 

Potentialfunctionen des vollen Raumes (R). 



Die 6ree»sche Function 6/*^ unseres Raumes (Ä) ist nach (7.) die- 
jenige Potentialfunction dieses Raumes, welche einer gewissen dort ange- 
gebenen Randbedingung Genüge leistet. Nehmen wir daher für G^^^ ein aus 
den eben gefundenen Potentialfunctionen F (32.) gebildetes Aggregat und 
setzen also: 

(33.) 27i.g;«> = ^"+2.:S'(^(e"^+e-~^)cosiico + C(e-^-e-^)siniMw), 

wo dann S-, co die Coordinaten des in {R) befindlichen variablen Punktes p 
sind, auf welchen sich G^^^ bezieht ; so bleibt nur noch übrig, dass wir durch 
geeignete Wahl der Conslanten Ä^^ A, C jener Randbedingung Genüge leisten. 
Diese letztere wird, wenn wir unter b einen auf dem Rande von (Ä) ver- 
schiebbaren Punkt verstehen, und mit L^o den Logarithmus desjenigen Radius- 
veclor bezeichnen, welcher von dem innerhalb (R) angenommenen Centrum q 
nach b gezogen ist, durch 

(34.) Gl'' = L,, 

dargestellt. — Es wird hier eine gewisse Umgestaltung von Lgf, erforderlich. 
Der Werth von L^^ hängt, weil q fest ist und b immer auf dem Rande 
bleiben soll, allein von der co-Coordinate des Punktes b ab, welche mit Wf, 
bezeichnet werden mag. Also: 

Da (zufolge (24.)) jedem Werthe von Wf, nur ein einziger Punkt b zugehört, 
und da ferner (zufolge der geometrischen Bedeutung von L^f) jedem Punkt 6 
nur ein einziger Werth von L^f, entspricht, so ist L^f, eine einwerthige Function 
von Wf,; und also innerhalb des Intervalles Wf, = . . . 27i entwickelbar 
nach den Cos. und Sin. der Vielfachen von w^. Denkt man sich diese Enl- 
wickelung ausgeführt, so unterliegt es keinem Zweifel, dass dieselbe nicht 
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nur innerhall) des eben genannten Inlervalles^ sondern ganz allgemein gültig 
bleiben wird, weil der Punkt b (nach (20.) und (24.)) zu derselben Rand- 
stelle und folglich L^f, zu demselben Werthe zurückkehren muss, sobald (Of, 
um ein Vielfaches von 27t gewachsen ist. Wir haben daher, ohne irgend 
welche einschränkende Bedingung, für L^f, oder /"(co^) folgende Entwickelung: 

27if(w,) ==y*''(l+2lcos»(co,-cüj)/^(coJdco„, 

wo o),, eine zur Integration dienende, während derselben von bis 27i forl- 
gehende Variable vorstellt. Die Werthe, welche f{(JD„) oder L^« hierbei durch- 
läuft, sind geometrisch durch den Logarithmus eines Radius-vectors qa re- 
präsentirt, dessen im Rande liegender Endpunkt a während der Integration 
einmal um den Rand herumläuft. Wir erhalten also: 

(35.) 2nL,, = /'Tl + 2!rcos«(w,--ü>j)L^,dco,. 

Um nun die Randbedingung (34.) aufstellen zu können, bezeichnen wir den 
Constanten Werth, welchen & am Rande des gegebenen Raumes (Ä) besitzt, 
mit & = c; und erhallen dann sofort den Werth von GI^\ wenn wir in (33.) 
an Stelle der Coordinaten &, w des Punktes p die Coordinaten c, cuf, des 
Randpunktes b substiluiren; mithin: 

(36.) 2nGi'^ = ^"+2-r(yl(e'''*+e-"'>oswa>, + C(«''^--e'-)sin»W6). 
Die durch (34.) verlangte Gleichheit von (35.) und (36.) wird nunmehr 
augenblicklich erfüllt, wenn wir die Summe in i36.) über alle ganze Zahlen 
w = 1, 2, . . . 3c ausdehnen und dabei für Ä', A, C folgende Werthe nehmen: 

O 

C (e" - e— ) = /''"sin «w„ L,„ diol . 

Substituiren wir diese Werthe in (33.), so ist die Bestimmung der Greensclien 
Function für den gegebenen Raum (Ä) vollendet. Wir erhalten: 

(37.) 27rö;«> 
i *+^f l^sr^i;r cos «w cos «tü„+^;;;:—p;;^ sin «to sin nto„J| L„,rfa)„, 
wo 1^, CD die Coordinaten von p sind. 
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ox ay 

Die einem gegebenen Centrum entsprechende Randbelegung des Raumes 
{R) findet man nunmehr leichC, wenn man beachtet, dass G^^^ in Bezug auf 
die Punkte />^ q symmetrisch ist, und dass demzufolge (nach (6.)): 

(38.) G,^^> =fds^U^J^^L„, 

wird, wo H^^^ die dem Cenlrum p entsprechende Randbelegung vorstellt. Be- 
zeichnet man nun den mit dem Randelcment dsa correspondirenden Zuwachs 
von cü„ mit do)a\ und setzt die auf d^a vertheilte Masse: 

(39.) ds^Hi^^ = dioAf\ 
so verwandelt sich (38.) in 

(40.) &^^ ^/"'dioAr'K. 

Und nunmehr giebt die Vergleichung von (37.) und (40.) sofort für die dem 
Centrum p entsprechende Randbelegung folgenden Werth: 

d(Mi ( "==*/c"^4-e— "^ 6"^ e"^ W 

(41.) dio^rfj^^ = -^ r+^fi K^^F^r^^'^^^'''^'^^^^'^-+ ' 

wo zu erinnern ist, dass hier &, lo die Coordinateu des Centrums p und 
Cy w„ die Coordinaten des Randpunktes a vorstellen. 



Mit Hülfe dieser Randbelegung lässt sich nun das allgemeine Problem 
(1.) für unseren Raum (Ä) sofort lösen. Nach (10.) gilt nämlich für die un- 
bekannte Function ^ jenes Problemes immer folgende Gleichung: 

also nach (39.): 



Diese Formel liefert für den Werth der Function * in irgend einem inneren 
Punkte p(i9^, co) ein Integral, unter welchem sich der gegebene Randwerth <P„ 
und der so eben durch eine Reihe dargestellte Ausdruck tj^a^^ (41.) vorfindet; 
repräsentirt also die vollständige Lösung unseres Problemes (1.) für den hier 
betrachteten von der Niveau -Curve &=c begrenzten Raum. 
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dx oy 

Um das Resultat unserer Untersuchung übersehen zu können, mässen 
wir die Beziehung zu definiren suchen, welche die zur Lösung verwendeten 
Variablen &, cd zu dem hier betrachteten Räume besitzen; und, da d^, co von 
V abhangen (12.), (13) , zu diesem Zw^eck auf die Beziehung zurückgehen, 
welche das Potential V zu unserem Räume besitzt. Wenn wir uns für einen 
Augenblick das centrale Linien-Segment gg* in eine Niveau -Curve von un- 
endlich geringer Breite und hierdurch den gegebenen Raum in einen ring- 
förmigen verwandelt denken, können wir V definiren als eine Potentialfunction 
dieses letzteren Raumes, welche sowohl auf dem inneren Rande gg' als auch 
auf dem äusseren Rande desselben constanle Werlhe besitzt; und gelangen 
hierdurch dann leicht zu folgender Darstellung des durch unsere Untersuchung 
gewonnenen Resultates: 

jlst ein Raum gegeben, der eon irgend welcher geschlossenen und zur 

x-Axe symmetrischen Curee begrenzt wird; 

ist ferner eine Function V{xyy) bekannt, welche I) innerhalb dieses 
l Raumes überall der Gleichung JV=0 genügt ; welche II J sammt ihren 

dV dV 
\ Ableitungen -^ — , -^ für alle Stellen des gegebenen Raumes, mit Am- 

(42.) (nähme irgend eines der x-Axe angehörigen Segmentes, endlich ein- 
\ deutig und continuirlich bleibt; und welche endlich III J für dieses ex- 
ceptionelle Liniensegment einen constanten und für die Randcuree eben- 
i falls, aber einen anderen, constanten Werth besitzt: 
so lässt sich mit Hülfe dieser Function V die Lösung des allgemeinen 
Problems (1.) für den gegebenen Raum vollständig darstellen; und zwar 
durch folgende Methode : 

„Man führe zwei Functionen S^, (o ein, von welchen die erste mit V 
„auf lineare Weise verbunden, die andere so beschaifen ist, dass &+i(o von 
f^x+iy auf monogene Weise abhängt: einerseits nämlich setze man in Bezug 
„auf &: 

V— V 



''""äs 



/■dv_ 

J dn 



„WO V„ den constanten Werth vorstellt, welchen V auf dem exceptionellen 
„Segmente besitzt, wo ferner das im Nenner befindliche Integral aber alle 

45* 
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^Elemente ds der Randcurve ausgedehnt ist und n die nach Aussen gerichtete 
9,Normale dieser Curve repräsentirt ; andererseits nehme man für w diejenige 
^Function, welche den Gleichungen 

öa? "" öy * dy dx "^ 

^gcnfigi und zugleich Tür einen der beiden Endpunkte jenes Segmentes Null wird; 
„man führe ferner an Stelle von x, y Aie Variablen ä^ w als Coor- 
„dinaten ein [was immer möglich ist, weil x^ y stets eindeutige Functionen 
„von t9, ü) sind]; und bezeichne die Coordinaten irgend eines inneren Punktes p 
„mit f>, w selber, die Coordinaten irgend eines Randpunktes a mit c, w^^ [wo 
„dann die t^-Coordinate c eine dem Rande angehörige Const^nte vorstellt^ 
„deren Werlh stets positiv sein wird]. 

„Nennt man sodann *„ die gegebenen Werthe, welche die unbekannte 
„Function des Problemes (1.) in den Randpunkteu a besitzt, so ist derWerth 
„dieser Function in irgend einem inneren Punkte p folgender: 



*p ^ J^^dioxr^^a, 



y^wo T][^^ einen vollständig bekannten aus c, u),, , d-^ u) zusammengesetzten Aus- 
^druck vorstellt^ nämlich denjenigen, welcher bei (41.) in Form einer unend- 
„liehen Reihe angegeben ist, und welcher später (bei (46.)) auch in ge- 
„schlossener Gestalt hingestellt werden wird.^ 



Die für rj^J'^ gefundene Reihe (41.) lässt sich summiren vermittelst 
der Jacoöfschen Function Z. Zu diesem Zwecke setze man: 

Dadurch erhält die Reihe (41.) leicht folgende Gestalt: 

(43.) 27iiyf.''> = 1-2-2" -l-_^--cos«<y-2-r \. !L cosna. 

Da i> für die centrale Curve gg Null ist, so wird (nach (23.)) innerhalb des 
gegebenen Raumes 1^ überall positiv bleiben, also auch der Randwerth ^=e 
positiv und mithin e^^"" = q ein fichter Bruch sein. Giebl man nun der ersten 
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dx oy 

Summe in (43.) die Gestalt: 

t»^^ pnS p—nS i^ «=» \ pnS\p—nS 

und bemerkt man, dass jedes Glied der hier unter dem DiiTerentiations- Zeichen 

stehenden Summe in zwei Theile zerlegt werden kann 

e^^ + e-^^ ^ __ co8w(^ + tS) co8w((! — tS) 

»(^ — ?"*) ~" «(g* — g"") »(?" — f") ' 

von welchen der eine die Grössen S, S nur in der Verbindung ()-ffS^ der 

andere nur in der Verbindung d—iS enthält; so ergiebt sich sofort^ dass (JS) 

folgende Form haben muss: 

(45.) (^) = ä{A^+t'S)+/-((y-iS)}. 

Aus (44.) und (45.) folgt gegenwärtig: 
also (nach Fund. pag. 145): 

©(-) 

WO /r^ £*' diejenigen ganzen elliptischen Integrale sind, welche zu unserem 
ächten Bruch e~^*' = q in der Beziehung stehen: 

q = e " , 
und wo F{q) allein von q abhängt. Substituirt man diesen Werth von f{d) 
in (45.) und bemerkt, dass F{q) bei der Differentiation nach S fortfällt, so 
ergiebt sich: 

^'^' - *äs'°^ ©(0).©(0) ' 

Somit erhalten wir für unsere Reihe (43.) folgenden Ausdruck: 



(46.) 2n??i'> = 1- — 



+z(iri±i£)-z(if£^)] 
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§. 4. 

Lösung des Problemes (1.) für den von zwei Niteau-Curten des §.2 begrenzten ring- 
förmigen Raum. — Allgemeiner Satz über einen beliebigen ringförmigen Raum. (55.)- 

Es soll gegemvärtig gezeigt werden, dass sich unser Problem (1.) 
auch lösen lässl für den ringförmigen Raum, welcher von zwei der in §.2 
behandelten Nivcau-Curven begrenzt wird, falls nur dieser Raum von den 
dort supponirten Massen vollständig frei ist; also für denjenigen Raum, wel- 
cher in §. 2 und §. 3 durchgängig mit (Ä') bezeichnet wurde. Da sich die 
hier einzuschlagende Methode der früheren Untersuchung eng anschliesst, so 
werde ich meistentheils nur andeutend verfahren. 

Um die Greensche Function G^"^^ zu finden, bedienen wir uns wiederum 
der in (7.) gegebenen Definition. Aehnlich wie früher nehmen wir für Gj^«^ 
eine Reihe, welche aus den bereils in (27.) aufgestellten einfachen Potenlial- 
functionen des Raumes (W) zusammengesetzt ist; selzen also: 
(47.) 27rG;»> = ^"+fi'N^+2-r((^c-^+Äe--^'')cosi»cy + (Ce"^+De--*)sin«tü), 

und müssen nun die hier vorhandenen Constanten der Art bestimmen, dass 
der in (7.) angegebenen Randbedingung genügt wird. Diese Randbedingung 
ist hier eine doppelte: 

(47".) Gl'' = L,, und G'/'^L,^, 

wo nämlich q wieder das im Räume (Ä") beliebig gewählte Centrum vorstellt, 
und 6, ß zwei variable Punkte sind, welche respective dem äusseren und 
inneren Rande angehören. Sind &=^c und & = y die Gleichungen der bei- 
den Randcurven, so stellen c und y zugleich die ^-Coordinalen der Punkte b 
und ß vor. Bezeichnen wir die w - Coordinaten derselben mit (Of, und ai^, 
so erhalten wir aus (47): 

\27i . (//^ = ^"+J?''c+2.-S'((^e-^+fie--*0cos«co^+(Ce-^+/)e--0sinii 

Andererseits ergiebt sich für die in (47".) enthaltenen Logarithmen durch 
Anwendung der Fownerschen Entwickelung: 

( 2nL^,, = J \i +2 ".T cos n (w^ ~ w,)) L,, d(o„ , 
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WO a^ a (ebenso wie b^ ß) zwei respective zum äusseren und inneren Rande 
gehörige Punkte vorstellen. Bestimmt man jetzt die Constanten A^, B^, A, 
B, C, D der Art, dass zwischen (48.) und (49.) die in (47''.) verlangte 
Gleichheit stattfindet, und substituirt diese Werthe der Constanten in (47.), so 
ist die EntWickelung der Greei^schen Function vollendet. Man erhält: 



(50.) 



(i ' * — ' 



Bezeichnet man nun (ähnlich wie in (39.)) die dem Centrum p entsprechende 
Randbelegung unseres Raumes (Ä") mit if„^^du}„ und rf^/^dto^, so ist (analog 
mit (40.)): 

.(51.) (?;«> = f"''dui,rta''K+f"'dio^r,i"K- 

O U 

Demnach ergeben sich aus (50.) und (51.) fQr die eben genannte Randbe- 
legung sofort folgende Formeln: 



(52.) 



riiT'dm^ = —Y—- + 2.2^-^ ^,^^_^,,, cos«(io-(0,) 



Hierdurch erhalten wir für unser Problem folgende Lösung: 

j Sind c und y die constanten Werthe, welche & respective am äusseren 
und inneren Rande des ringförmigen Raumes besitzt; sind ferner lo,, 
und ü)„ die co-Coordinaten zweier auf dem äusseren und inneren 

(Rande befindlichen Punkte; und sind endlich 4>a und 4>^ die gegebenen 

Werthe, welche die unbekannte Function * des Problemes (1.) in den 

(53.) /eben genannten Punkten besitzt: so ist der Werth, welchen * für 

irgend einen in dem ringförmigen Räume liegenden Punkt p{d^y lo) 

[besitzt, folgender: 

*,= /'^äm,r/if>4>a+/'^dw,Tii'^4^,, 

U It 

wo 71^/^y rfi^^ die in (52.) angegebenen Ausdrücke vorstellen. 
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Die Reihen (52.) lassen sich wieder mit Hülfe der «/aeo6fschen Function 
Z durch geschlossene Ausdrücke darstellen. Setzt man nämlich zur Abkürzung: 

y — & = D\ lo^'-io — it*, 
ferner den flehten Bruch e'^^"'"^^ = q, und 

q = e ^ ; 
so fiadel man, mit Hülfe der früher abgeleiteten Formel (45".)^ leicht: 

Die liier zur Lösung des Problemes (1.) benutzte 3Iethode ist übrigens einer 
bei Weitem allgemeineren Anwendung fähig. Man kann dieselbe und zwar 
ohne irgend welche Modification sofort bei einem ringförmigen Räume cer- 
wenden^ der ton irgend zwei Niveau- Curren begrenzt wird, mögen die Massen^ 
durch deren Wirkung diese ISiveau-Curcen entstehen, beschaffen sein wie sie 
wollen ;, falls nur der betrachtete ringförmige Raum selber ron ihnen frei ist. 
Ein Theil derselben kann also in der von dem inneren Rande begrenzten 
Fläche beliebig ausgebreitet sein, der andere Theil derselben beliebig aus- 
gebreitet sein in dem den äusseren Rand umgebenden Räume der Ebene. 
Man gelangt auf diese Weise zu folgendem allgemeinen Satz: 

Kann man fUr einen von zwei ganz beliebigen Currem begrenz- 

iten ringförmigen Raum das Problem (1.) in dem Falle lösen, dass die 

\ gegebenen Randwerthe constant, aber für den einem und dem anderen 

„, . Rand ron rerschiedener Grösse sind: so kann man das Problem auch 

dann lösen, wenn die Randwerthe ganz beliebig gegeben sind. 

1 Die den beliebig gegebenen Randwerthen entsprechende Lösung * 

I lässt sich nämlich rollständig darstellen rermiltelst der dem constamteu 

Randwerthen entsprechenden Lösung V. 

Da diese Function )\ wie man sofort übersieht« ein Potential von Massen 
repräsentirt« welche ausserhalb des ringförmigen Raumes liegen« so besitzen 
die durch r=Const. dargestellten Randcnrven in der That die zuvor an- 
gegebene Eigenschaft. Die Methode, deren man sich, wenn V bekommt ist. 
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zur Ermittelung non * bedienen wird, i^t daher ^ wie man leicht findet, 
folgende: 

„Man bilde aus V zwei andere Functionen &, o) vermittelst der Glei- 
9,chungen : 

J dn 

/dV 
-Q — ds über den äusseren Rand {ds) ausgedehnt, und darin 

9,unler n die nach Aussen gerichtete Normale dieses Randes zu verstehen ist; 
„und wo der Anfangswerlh von w beliebig gewählt sein kann. 

„Man rühre sodann &, cd an Stelle von x, y als Coordinaten ein; 
„und bezeichne die Coordinaten eines beliebigen Punktes p im Inneren, die 
„eines äusseren Randpunkles a und die eines inneren Randpunktes tx respective 
„mit {^, ü) selber, mit c, cü„ und mit y, w^, [wo dann c, y Constante sein 
„werden, deren Differenz c—y immer pos. ist]. 

„Sind nun *„ und *« die beliebig gegebenen Randwerthe der unbe- 
„kannten Function, so ist der Werth derselben für jeden inneren Punkt p 
„dargestellt durch: 



*p =y*'"rfc(>„ry!,''>*„^y^''rfa>,ryS^)*,, 



„WO r^^"^ und rf^J^"^ die vollständig bekannten aus c, w,,, y, cü„, t9^^ co zusam-- 
„mengesetzten Ausdrücke vorstellen, welche bei (52.) als Reihen, bei (54.) 
„in geschlossener Gestalt angegeben sind." 



§. 5. 

Reduction der in Ermittelung der „Greenschen Function^^ (7.) bestehenden Fundametital- 
aufgäbe auf eine noch einfachere (63.). — Secundäre Formen für die Lösung des 

Problemes (1.). 

Ist im Punkte eine Masse +1 des fingirten Fluidums concentrirt, sind 
ferner andere Massen M beliebig in der Ebene vertheilt, und bezeichnet man 
das Potential dieser Massen zusammengenommen in Bezug auf einen variablen 
Punkt X mit v^^^ so lässt sich, wie ich gegenwärtig zeigen werde, unser 
Problem (1.) für den von einer Niveau- Curve ^jf = Const. begrenzten Raum 
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(Ä) immer lösen, wenn der Punkt innerhalb, die Massen M dagegen sömmt- 
lich ausserhalb dieses Raumes liegen. — Die in §. 2 behandelten Curven ver- 
wandeln sich in Curven der eben genannten Art, wenn das dortige Linien- 
segment gg unendlich klein gedacht wird; nach einer anderen Seile hin be- 
sitzen aber die gegenwartigen Curven auch wieder eine grössere Allgemeinheit, 
weil die in §. 2 angenommene Symmetrie der Massenvertheilung hier forträllt. 

Bezeichnet man den Abstand zwischen und x mit (j und das Potential 
der Massen M auf x mit W^. so ist: 



X9 



(56.) », = logp+fT,. 

Nimmt man nun für x irgend einen Punkt, der innerhalb des hier betrachteten 
Raumes {R) liegt, differentiirt sodann &,, nach der Normale n der durch j- 
gehenden Niveau -Curve, und integrirt endlich über alle Elemente ds dieser 
Curve : 



f^^' =/^*+/¥'-. 



so verschwindet das zweite Integral rechter Hand, weil W seiner Definition 
zufolge das Potential von Massen vorstellt, welche sämmtlich ausserhalb (Ä), 
mithin auch ausserhalb der Niveau -Curve {ds) liegen. Ausserdem erkennt 
man leicht, dass das erste Integral rechter Hand in seinem Werthe keine Aen- 
derung erleiden wird, wenn man darin die Integrationscurve {da) mit einem 
um beschriebenen Kreise vertauscht. Folglich wird: 

vorausgesetzt, dass n die von Innen nach Aussen laufende Normale bezeichnet. 
Diese Formel ist analog mit der Gleichung J=2n in (19.) §.2. 

Führt man ferner eine Function co ein, welche den Gleichungen 

genügt und einen beliebigen Anfangswerth besitzen kann, so ergiebt sich 
(Ähnlich wie in §. 2) mit Rücksicht auf (57.) : 

(58) )^ besitzt in jedem Punkte des Raumes (Ä) unendlich viele Werthe, 
] welche von einander aber nur um Vielfache von 2n verschieden sind. 
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Um nun die möglichst einfachen Potentialfunctionen für unseren Raum 
(Ä) aufzustellen, bemerken wir, dass nach der Definition von & die Werlhe 

von ^, -^, -Q— und also nach (57".) auch die von -^, -^ an allen Stellen 

dieses Raumes mit Ausnahme des Punktes endlich, eindeutig und continuir- 
lich sind, im Punkte aber unendlich werden. Die aus (56.) entspringenden 
Formeln : 



e 






zeigen jedoch, dass e"^ und e"^-y- ihre Endlichkeit im Punkte nicht ver- 
lieren falls w^l ist. Da dasselbe naturlich auch von e"^-^ — und nach (57".) 
also auch von e"^-^, e^'^-rr- gilt, so ergiebt sich sofort, dass 

F=Ä' und F=e"^(^cos«üi+jBsinwüi) 

Potentialfunctionen des Raumes (ü) sind, wenn man darin unter n eine positive 
ganze Zahl und unter Ä^, A^ B willkürliche Constanten versteht. 

Durch geeignete Zusammensetzung dieser Functionen F findet man nun 
vermittelst derselben Methode, welche früher angewendet wurde, für die dem 
Centrum p{&, w) entsprechende Randbelegung unseres Raumes folgende Formel: 

(59.) r^l'^^day^ = -^(l+2£%-<^-^>cos«(ai„~ai)), 

wo c, Wa die Coordinaten eines beliebigen Randpunktes a vorstellen, und 
rji^^dcoa die Masse bezeichnet, mit welcher das zu da}„ gehörige Randelement 
zu belegen ist. Mit Benutzung dieses Werthes von r/^^^ ist dann die Lösung 
unseres Problemes (1.) dargestellt durch: 

(60.) *, =y""rfco,ryi^>*,. 

Der Werth von ri^^^ lässt sich übrigens leicht in geschlossener Gestalt dar- 
stellen. Man erhalt aus (59.): 

(61.) riiP^da,„ = -2r- l-2e^-'co8(a>-a>„) + e^<^-> ' 

46 • 
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Wir gelangen also hier zu folgendem ResuUale: 

Führt man, um das Problem (1.) für die Niveau -Curve i!f = c lu 
lösen, an Stelle der rechtwinkligen Coordinalen o:^ y die Variable d- 
selber und die mit dieser durch die Gleichungen (57".) verbundene 
Variable co ein; bezeichnet man sodann die oi-Coordinate irgend eines 
Randpunktes (d. i. auf der Curve & =^c gelegenen Punktes) mit «#„; 

(62.) \^^^ bezeichnet man endlich den gegebenen Werth, welchen die un- 
bekannte Function 4> des Problemes (1.) in diesem Punkte besitzt, mit 
I *o : so ist der Werth dieser Function in irgend einem inneren Punkte 
]p{ß^füi) folgender: 



Beiläufig bemerkt, liefert diese Formel sofort die Lösung für einen 
Kreis. Setzt man nämlich die supponirten Massen M gleich Null, so Ver- 
wandelt sich das hier betrachtete Niveau -Curven- System in ein System con- 
cenlrischer Kreise. Es verwandelt sich in diesem Fall 9- in log(>^ also e^ in 
den Abstand (f des variableu Punktes von 0, und u) in den Winkel, welchen 
if mit einer festen Richtung einschliesst. 



Wichtig ist folgende Anwendung unserer Untersuchung. — Wir wollen 
annehmen, bei einem beliebig gestalteten gegebenen Räume wSre die Greeitsche 
Function G^^^ (7.) nicht für beliebige Lagen sondern nur für eine einzige Lage 
des Cenlrums q bekannt. Der Werth, welchen 6?^*^ in einem variablen Punkte 
a; besitzt, mag mit G^J\ ferner der Logarithmus des Abstandes qx mit L^^ bezeich- 
net sein. Alsdann ist Gi?^ (nach (7.)) das Potential von irgend welchen aus- 
serhalb des Raumes liegenden Massen M in Bezug auf den Punkt x; folglich 

das Potential der äusseren Massen —M, in Verbindung mit einer innerhalb R 
befindlichen nSmlich in q concentrirten Masse +1. Beachtet man nun ausser- 
dem, dass nach der Definition der Greenschen Function (7.) L^^ = GS^^ wird, 
sobald X an eine Stelle des Randes rückt, dass also die Randcurve des ge- 
gebenen Raumes (Ä) dargestellt wird durch: 
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so ist klar, dass die Function L,^ — 6?^«^ in Bezug auf den gegebenen Kaum (jR) 
genau denselben Charakter besitzt^ wie die zu Anfang dieses $. behandelte 
Function &j, in Bezug auf den von der Niveau -Curve &y, = Const. umschlosse- 
nen Raum; dass also mit Hülfe der Function L^^ — Gi^^ die Lösung unseres 
Problemes (1) für den hier gegebenen Raum genau in derselben Weise be- 
werkstelligt werden kann, wie solches dort (in (62.)) mit Hülfe der Function 
t% für den Raum der Niveau -Curve «9^^= Const ausgeführt wurde. — Also: 

' Ist bei irgend einem gegebenen Räume die Greensche Function G^^^ (7.) 

^nur für eine einstige Lctge des Centrums q bekannt, für alle anderen 

fuo\ \ Lagen desselben aber unbekannt, so ist dieses bereits ausrechend, um 

\die vollständige Lösung des Problemes (1.) für den gegebenen Raum 

zu erhalten. — Man findet nämlich dieselbe alsdann durch folgende 

Methode: 

„Man nehme dasjenige Centrum q, für welches G^^^ bekannt ist, zum Anfangs- 
„punkte der Coordinaten x, y, bezeichne den Werth dieser Function G^^^ in 
„irgend einem Punkte {x,y) mit G^*^(a?^y), und führe dann zwei neueFunctio- 
„nen 9^, co ein vermittelst der Gleichungen: 



öd- öia d& 



0(a 



„Bedient man sich nun der Variablen d^, co als Coordinaten an Stelle von 
^x, y, [wo alsdann die ;9^-Coordinate für sämmtliche Randpunkte Null sein 
„wird], bezeichnet ferner die co-Coordinate irgend eines Randpunktes a mit 
„ai„, und den gegebenen Werth, welchen die unbekannte Function * des 
„Problemes (1.) in a besitzt, mit *„; so ist der Werth dieser Function für 
„jeden beliebigen inneren Punkt j9(6^^ (o) dargestellt durch: 



" ~ 2nJ M-2c»co8(«-«„) 



4-c^ 



a 



Es geht hieraus hervor, dass man, wenn die Lösung unseres Pro- 
blemes (1.) für irgend einen Raum gefunden ist, aus dieser Lösung noch un- 
endlich viele andere secundäre Lösungen ableiten kann, welche sich von der 
ursprünglichen natürlich nur durch eine andere Form unterscheiden werden. 
In der That wird man, sobald eine Methode zur Lösung bekannt ist, ver- 
mittelst derselben auch die irgend einem Centrum q entsprechende GVee/^sche 
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dx oy 

Function 6^^^ bilden können, sodann die eben angegebene auf der Kenntniss 
von G^^^ basirende Methode in Anwendung bringen können, und durch diese 
zu einer neuen Form der Lösung gelangen. 

Der wesentliche Unterschied zwischen diesen verschiedenen Formen 
der Lösung besteht in der Verschiedenheit der darin enthaltenen Coordinaten- 
Systeme. Hat man z. B. beim Kreise die Lösung unseres Problemes (1.) 
durch Anwendung von Polar -Coordinaten d. h. durch Anwendung eines 
Systems concenlrischer Kreise und eines durch das Centrum gehenden Linien- 
systems bewerkstelligt; und geht sodann in der eben angegebenen Weise zu 
einer secundären Lösungs- Methode über, so findet man, dass die hierbei in 
Anwendung kommenden Coordinaten {d-^ to) zwei orthogonalen Kreissystemen 
zugehören. Die Kreise des einen Systems laufen um das im Inneren des 
Kreises willkürlich gewählte der secundären Lösung zu Grunde gelegte 
Centrum q herum, umschliessen dieses zuerst eng dann aus grösserer und 
grösserer Entfernung, bis sie zuletzt in die Peripherie des gegebenen Kreises 
übergehen. Daraus ergiebt sich, beiläufig bemerkt, dass die secundare Me- 
thode hier beim Kreise zur Lösung unseres Problemes (1.) für einen neuen 
Kaum führt • nämlich für den eon zwei nicht concentrischen Kreisen begrenz-- 
ten ringfönnigen Raum, Zn einem analogen Resultate gelangt man vermittelst 
der secundären Lösungs -Methode bei jedem anderen gegebenen Räume. 

Halle, im Mai 1861. 
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Sur quelques formules generales dans le ealeut 

des Operations. 

(Par M. Spottistcoode k Londres.) 



X/ans un memoire qui vient de paraitre dans les Philosophical Tram- 
acUom de Londres j'ai developpe la theorie du Symbole operatif 

d , d 

y-d^ + ^'-W 
et jy ai ajoute quelques formules relatives au Symbole plus general: 

d . d . 






dx^ ' '* dx^ ' 

Je me propose d'indiquer dans les pages suivanies la methode par laquelle 
je suis arrive aux formules dont il s'agit. 

Soit fi, 1*2, . . . une permutation quelconque de la serie 1, 2, . . .; et 
representons cette permutation par Tequation symbolique 

«I, ^2 9 • • • = Pii^'i 2, ...). 

De la mäme maniere une seconde permutation quelconque Py de la serie ii, 12^ . • • 
sera represente par y,-^, y,-^, . . ., ou, plus simplement, par Je'i, jtj, . . . ce qui 
sera une permutation nouvelle de la serie primitive 1, 2, ... . Ecrivons d'une 
maniere symbolique 

jii, jh, ... = Py;(l,2, ...) 
= PyC'i. •'..•.•) = PyP/(l,2,...) 
ou d'une fa9on plus abregee 

P ' = P P- 

Celle notation pourra ötre etendue ä un nombre quelconque de permutations 
employees successivemenl. 

Soienl x^^ X2^ ... des variables quelconques; el soit 



'^'- - *••■ dx, ■ 
^' = ^A dx, - 




F. "'' 


^^:^+ 

^^.i:+- 
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d' rf' 
Les nolalions ^— , ^— , ... qui se trouvent dans /)/, Dj, . . . signifienl que 

Ics di(Ferentialions dont il s'agit, s'executent bien sur les fonctions que Ton 
s'esl abslenu d'ecrire et auxquelles s'appliquent les Operations Z),-, Z)y, . . ., 
niais que ces difTerentiations ne s'executent point sur les variables x^^ x,, ... 
en taut qu'elles entrent explicitement comme coefficients dans les expressions 

D/. Dj. .... Au contraire les difTerentiations ^— , -^— , ... qui se trouvent 

dans 7,, Vy, . . . s'executent indislinctement. Cela pose on trouve 

DfDi = V,-V.— Vy,, 

DiD,Di = V,VyV.— V,yV.— VyV„— VAV,•,•^-V,yi+V,•..• 
D,Z>,DyD,■ = V;V,Vyy.-VaVyV.-V*V,yV..-V»VyV„ 

-y,v,yV,— v,Vyy,,-v,yJ^•vy.• 
+ V„y V.-+ V,- V„,-+ Vi Vv,- + V, Vy,.- 
+ V,y V,- + Vy V,„+ V, Vy«+ V, V,y,- 
+ V,/V„ + V,yVj,-+V„Vy.- 

et ainsi de suite pour un nombre quelconque de D's et de Vs. II y a des 
cas particuliers dans lesquels ces expressions prennent une forme plus sym- 
metriquc. Si les permutations satisfont ä la seconde equation du Systeme 

P{j,k) = P{k,j), P{k,i) = P{i,k), P{i,j)=PU,i). 
lo jrroupe V/y^ Vji;, Vy, pourra 6lre remplace par le groupe V/,, V^^ ^/i? 
dans lequel les indices se trouvent ranges selon Tordre cyclique. Si les per- 
mutations satisfont a la premiere et a la troisieme equation du Systeme ecrit. 
le groupe dont il s'agit pourra au contraire 6tre remplace par le groupe 
^i^ ^ki, V,y. Si de plus les permutations satisfont a la premiere equation 
du Systeme 

P{iU,k)} =P\U,k)i], 

PUik,*)) = P{{k,i)j}, 

PWJ)} = P{(i,J)k], 
Texprcssion pour DiD^D; s'ecrira de la maniere suivante: 

V, v-y "7;- V,. y ,y - Vy y .-, - y , Vy.. + 2y ,y,. 

ou de Celle -ci: 

v,yyy,-y..yy,-yyy,,-y,y;y+2y,y, 
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Selon que ou la seconde, ou la premiere et la iroisieme condition du premier 
Systeme auront lieu. Si la seconde et la troisieme condition du second sy-* 
Sterne sont remplies, la möme expression prend lune ou Tautre des formes 

ou 

Dans le cas de DjD^DjDi il serait presque necessaire de particulariser les 
conditions auxquelles on assujettit les permutations. 

En revenant au cas de Dy/>o ^^ etablit immediatement le Systeme 
quadratique 



m 


=z 


V?- 


•V,., 


>>A 


= 


V,V 


i-^ji, 


D'j 


= 


v;- 


•V,. 



«t on en compose la relation plns generale 

iabcXDj'^iT = (a6cXV,V,)*-(a6cXV;v;)' 
dans laquelle 

{abcj(VjV,y = aV,.+26V,,+cV,.. 

Ne perdous pas 4e vne d'aillears que dans une equation quelconque que Ton 
ecrit les symboles j, i devront toujonrs suivre le nidme ordre dans les deux 
parties de requation. 

Pour le troisieme degre on Irouve 

Dj = v;-3v,.v,-.+2v,.. 

D]Di= VjV,-V,.V,-2V,V,,+2V,., 

= V, V, V,- V,, V,- V. V,. - V, V.,+ V,,+ V,.. 

= v,v;-v„v,-v,v.,-v,v,.+v,,3+v,. 



d'oü Ton tire le Systeme cubique 

UJ = V;-3V,V,..+2V^,, 

ZD]D, = v;v,+v,v,v,+v..v; 

-V,.V,-V,,V,-V,.V,-2V,V„-2V,V,.-2V,V;, 
+2V,.,+2V,,.+2v,,„ 
3Z),D? = V,V?+V,V,V,+V?V, 

-V,.V,-V,.V,-V,,V,-2V,V,.-2y,V,v-2V,V,. 
+2V,,, + 2V^,+2V„,., 
D? = V?-3V,V,.+2V,.. 
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(a6cXV,V,-)' = «V;+6(V,v-<+V,V,)+cV?, 
(aicrfXV.V,)* 
= aV;+6(V;v,+V,V..V,+ v',v;)+c(V,y?+Vjy,V,+ v'?V,)+rfV?, 

(a6crfXv,V,Xv;v;.)^ 
= aV^V,..+6(V,V,,+V,V<,.+V,y,..)+c(V,V,,+ V,Vtf+V,.V,0+rfV,V,., 

(a6crfxv;y;f(v,vo 
(a6crfxy;v;.)» 

d'oü 

(aicrfXAA)' 

= («6crfXV>V;)^-2(«6crfXV,y,XV;v;)'-(«6crfXV;v:0XV,V,)4-2(a6c^^ 

eqnation que Ton peut ecrire symboliquement ainsi: 

{abcdf{DjD,y = (afccrfX (V.V,) 1 ) 

(v;.v:.)» (v;.v:.f (v,v,) 

En se bornant au cas de deox facteurs operalifs, on a les formules sniviAnfds: 

-2av;/?;-26(v:.i),.+y;z),+v;/?,)-2c(y;i),+v;D,,+v;A.) 

-2rfy:D? 

= iabcd)('7j^mD,f-2{abcdTiV.w^{DjDd\ 
de möme: 

(abcdeXDjDi)* = (a6crfeX"^,-y,)TAA)'-3(o6crfeXV;v;X/>/A)' 
et pour le «'*""' degre: 

(«6...XA-A)" = (a6...Xy>V.XÖ;A-r'-(«-l)(a6...XV;v0(Z),.D.-)"-* 
ou 

(o6...Xi),.D,)- = (a6...X(v/7.-) 1 ... ) 

(v;v;.)^ (y,-y,) 2 ... 
(y;y;.)' (y;-;-)' (y^y,) ... 



(y;y:.)-' (y;y;)'-' (s-y;-)-' ... (y,.y,-) 
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Pour montrer que la möme loi a lieu dans le cas de plusieurs facteurs op^ratifs, 
introduisons un troisieme facteur Di; et, pour abreger les formules, nous 
n'ecrivons que les Indices, de sorte que dans les calculs suivants on ecrira 
ijh au lieu de V.VyVi,- i'fk au lieu de ViVj\7;i ou V,yVj,- et ainsi de suite. 
Cela pose on aura 

D^DjDi = kji-k'j'i-jk'i'-kfi'+k'fi'+j'k'i' 
= jki-j'k'i-kj'i'-jk'i'+j'k'r-\-k'j'i' 

= ijk-i'/k-jrk'-ifk'+i'j'k'+fi'k' 
= kij- k'i'j- ik'f - ki'/ + k'i'f+i'k'j' 
= ikj-n'j-ki'j'-ik'/+i'k'f+k'i'/ 

= jik-j'i'k-ifk'-ji'k'+ji'k'+rfk' 

d'ou Ton tire le Systeme cubique 

%DkDiDi = kji-\-jki+ijk+kij^ikj-\-jik 
- k'fi -j'k'i - 2 f k'f - 2 ij'k' 
-i'kj-k'rj-2ji'k'-2jk'r 
-ß'k-i'/k-2 k/r - 2 ki'f 

+2ik'fi'+/k'r+rfk'+k'ty+i'k'j'+/i'k'), 

ZDID, = k'j+kJk+jk'+2(rk'+j'k'/+kT) 

-k"j-k'j'k-jk'j-2Uk''+kj'k'+kk'j% 

ZD,D} = kf+jkj-\-fk+2{k'f+jk'f+fk') 

-pk-j'k'j- k'fj- 2 (kr+jk'f+j/k'), 

ZD]Dt = ek+iki+kf+2ii'^k'+i'k'i'+k'i") 

-i"k~i'ki-k'fi-2(kr+ik'r-\-irk'), 

ZDiDl = »Ä'+*#*+Ar^*+2(i'r+A'i'Ä'+ri') 

-k'H-k'i'k-i'k'k-2{ik''+ki'k'+kk7\ 

ZD)Di = fi+jij+if+2(m/i'/ +ty') 

-ri-fi'j-i'fj-2{ir+jty+jj'r), 

SDjD] = jf +y,_,V+2(/i''+0'«'+»"/) 

-t^j-tjt-jtt-2(jt''+tjt+ttj). 

Dl = l^-Skk"+2k'\ 

D) =f-Zjr+2j\ 

D\ = i'-3»t"+2i'\ 

47» 






<f^* 



- f .*' - kti~ tif -f. kf-ii't-ifr 
^iifk'-ikf-jit-ßik-kif-kfr 



*0f i.Tttd * D,b., fmvitwA »'«$«•<» ja Ott & In«. <■ tnilhi' fi'a 

' . i ' 2 O * 






o 






Powr ttkmler Feff«! d« oferalioBS . .- aar ne foactiiHi i o — fc , smt 

4m» l«^le ^l''!?*'...; repTMoite ne sade ^aiolile. et oi Tob a 
OAm fütii m Irwnre 

■/,u « j?ri'. 2*'... ){«,«:•"* «r'...*;^"'^'.. - 

+••• I 

= ^|(a,+l)(r'+'2*'...»r''~'...) 

+ («,+l)(l''2''+'...»1'~*...) 
« .^|(«.+l)e^~■^+(a,+l)e'^~^+•••}(l-•2•'...)*^^•• •.. 
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De la mdme maniere on s'eleve aux formules plus generales 
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oü il est toujours essentiel de conserver inaltere Tordre des multiplications. 



Considerons le cas oü les symboles de simple differentiation sont mul- 
tiplies par des fonctions lineares des variables. Soient 

«'ii = «iia?i+Äia?2+*"^ «M = ai2^i+A2a^2 + '*'^ • • • 
U2i = a2iXi+ß2iXz+'**^ U22 = aj2a?i+/?22a?2+"*<> ••• 






dx^ 



dx. 



Alors 

/>2Z)i = V2V,-{(ana2i+/3u«fM+— )aJi + (aii/?ji+/?iiA2+— )a^+*"|-^ 

d 



■{(«K«M + Aj«M+—)aJl + («K/521 + /?n/?M + "0^ + — |^ 



Or, les coefficients des x sont toas compris dans le prodait 

«M «M • • • «11 ßn 

ßti ßn • ' • «K ßn 



et les termes de chaqne ligne et de chaque colonne correspondent de sorte 
qu'en posant 

(a 6 ...)(«*ci---Xyyi---) = (<»«p+*aj,H-...)jf 



«1 bi 



+(aiar+6ia;,+—)jfi 
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on peut ecrire 

ßn ßv. 



«11 Pll • • • J\^l^2 ' • -J\ 
«J2 ßl2 . . 



d d_ 

dx^ dx^ 



•) 



De 1« möme maniere on Irouve 



IPI 


= V3V,V|-( 


«31 


«31 . • • 


«M 


Al ... 




ßn 


A, ... 


«22 


/?«... 


-v,( 


>3. 


«32 ... 


«U 


Ä. ... 




AI 


A, ... 


«12 


/3,2 ... 


-V3( 


r 


ff,j ... 


«11 


Al ... 




Al 


/?,, ... 


«12 


ßn ... 


+ 2(«3i «31 ... 


«Jl 


Cjj ... 


«11 


/?ii ... 




/?3i Ä, ... 


Ai 


A. ... 


«12 


ßn ... 



X^'^— X^d^-)^ 



X^'^^-Xs^d^-;) 



X^'^^-X"^-^-) 



X^»^^--Xdi:rf^-) 



En se servant d'une Dotation symbolique dont la signification est manifeste, 
ou'peut mettre cette expression sons la forme 

V3v,v,-v;v;vj-v,v;v;-v3v;y;+2v;v;v;. 

Relativement aux prodaits symboliqnes Vi Vi, Vi Vi, Vi Vi, Vi Vi Vi, il est 
essentiel de se souvenir que quand ou forme les produits de determinants tels 
qoe le suivant 



«31 


«32 ... 


«21 


«22 ... 


«11 


«12 . . . 


ß^V 





/?n 


ß^^ ... 


ßn 


«12 . . . 



les lignes verticdles doivent remplacer les lignes horizontales et vice versa 
dans le dernier determinant de chaque produit. De plus, si Ton convient 
de remplacer dans le developpement des produits chaque terme de la forme 
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VjVj Vi par le suivant Vj v'i\7i, on peut ecrire 



V3 


v; 


v; 


v; 


V, 


v; 


^^3 


T7' 
V2 


V, 



Celle derniere formule peut aussi Stre deduite de celle pour DjZ), et de la con- 
sideration que (I>3, jD], I>|, etanl des symboles analogues ä V3, V2, V^) on a 

DjDjD, = ViD^D.-D'iD'iDi-D'iD^D'i 

= V3(v,v,-y;v;)-y,(viv.^v;v;)-v;(v,v;-v;vi). 

De la mdme maniere on trouve aussi 





= 


^4 


V3 ■/2 


v; 


-v; 


Vi 


V \7' 


-v; 


V3 


v; 


Vi 


\ 


v; 


V3 v; 


Vi 






v; V2 


Vi 




Vi V, Vi 




v; Vi 


Vi 




v; V, 


Vi 






vi vi 


V, 




Vi vi V, 




V 3 V' 2 


V, 




Vi Vi 


Vi 






V4 v3 V2 

v; V3 v; 
v; v; V2 
v; v; v; 


vi 
Vi 
Vi 
Vi 








et en general 


/),/),_,... D,D. 






= v,d^i...d,d^-d:di.,...d,Di — /):/)._, 


...d,d,-d:d^, 


...D,L 


7-7 


V„__i V„_2 


...Vi 


-v: 


vuvL2...vi 


— • 


—v: 


v^.v:^, 


...Vi 




T7' V7 


...Vi 




VL, v,_j ... Vi 






v;^. v_. 


...Vi 




vLi VL2 


...V. 


^ n-\ V^2 •. . Vi 


v:_. VL, 


...Vi 


= 


'^'» '^'n— 1 • • • 


Vi 












vi 


• 








v; 


i '^ 


7/ 

n-l • • • 




V, 













On peut aussi comme dans le cas de deux variables determiner les 
expressions pour les operalions de la forme 



8181, . ,8^ 






376 Spottiswoode, $ur quelques formules du calcul des Operations, 

OÜ 

m ^ p + q +••• 

c. ä d. les cal euler en termes de *«-3— ^ *» "Z""' — y^9\s^ en egard a mon 

memoire ci-dessus cite, il suffira de rappeler les formules sans les demontrer. 
Dans le cas de trois variables et de trois fonctions « on a: 



dxdyd% 
ou bien 

= ('^-««)('.-|r-A>.T+('i-2°)(":^-Ä)'.^ 
+('.^-2<'.)(-^-A)-^+('.i^-ä«.)('i-/')--^ 
+('.i-2'^)('^-/»>.-^+(^^-'ä«.)('.^-A)-s- 

Lorsque s, »1, ^2 n^ sont plus des fonctions lineaires mais des fonctions quel- 
conques de Xy y, z on 9i la formule plus generale 

JA 

%88lS2 



dxdydz 
_ ( ^ ^ 9 * N/ rf ds,\ d . ( d c^ ds\f d ds.\ d 



Je prends pour exemple de la theorie prec^dente le cas de trois 
variables x^ y, «. 



Spoiiiswoode, sur quelques formules du calcul des opirations. 37T 

Soit 

P = x,y,s, 

"i = 2, y, X, 

Pi = y, X, i, 

P* = y, «, aj. 
Ps = a, X, y, 
V7 d . d . d 

,— . d . d . d 

d . d . d 



dx ' " dy ' "^ ds 



V-7 " I " 1 



V7 d , d . d 

^» = «-d^+^-dT+y^- 

Au lieu de Pi, Symbole de Tune quelconque des permutations , j'ecris, pour 
abreger, le seul indice t, alors la composition des permutations s'exprimera 
par les equations symboliques : 



1» = 2' = 


y = 4^ = 5 5' = 


23 = 4 


31=4 12 = 4 


32 = 5 


13 = 5 21=5 


14 = 2 


24 = 3 34 = 1 


41=3 


42 = 1 43 = 2 


15=3 


25 = 1. 35 = 2 


51=2 


52 = 3 53 = 1 


45 = 


= 54 = 


d'oü 




DJ = VJ-V D^ = V^-V Dl 


i = '7l-V Z)^ = VJ-V5 



= V3yj-V5 =y,v3-v5 =VjV,-V5 

/>,i)4 = VjV4-Vj i)jD4=V2V4-V3 D3-D4 = VjV4-V, 

= V4V,-V3 =V4Vj-V, =V4Vj-V2 
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De lä on deduit 

iabcdefghf,g,hJ,g2lhk)(DtD,D,D,Dsf 

= iabcdefghfigAf292lhkX^i V^V, V4V5)' 

-(a +6 +c+2&)y 

—{fi+gi+fi+gi)'^'i 

-(r + 9 + k + d)^,. 
Poiir le troisieme ordre on trouve 

1^ = 1 2' = 2 3' = 3 4^ = 5^ = 



2'3 = 3 


232 = 1 


32' = 3 


3'2 = 2 


323 = 1 


23' = 2 


3'1 = 1 


313 = 2 


13' = 1 


1'3 = 3 


131=2 


31' = 3 


1'2 = 2 


121 = 3 


21' = 2 


2'1 = 1 


212 = 3 


12' = 1 


4'1 = 2 


414 = 1 


14' = 3 


1'4 = 4 


141=5 


41' = 4 


4'2 = 3 


424 = 2 


24' = 1 


2'4 = 4 


242 = 5 


42' = 4 


4'3 = 1 


434 = 3 


34^ = 2 


3'4 = 4 


343 = 5 


43' = 4 


5'1 = 3 


515 = 1 


15' = 2 


1'5 = 5 


151=4 


51' = 5 


5'2 = 1 


525 = 2 


25' = 3 


2'5 = 5 


252 = 4 


52' = 5 


5'3 = 2 


535 = 3 


35' =1 


3'5 = 5 


353 = 4 


53' = 5 


4'5 = 4 


454 = 4 


54' = 4 


5'4 = 5 


545 = 5 


45' = 5 


145 = 1 


451 = 1 


514 = 3 


415 = 2 


154=1 


541 = 1 


245 = 2 


452 = 2 


524 = 1 


425 = 1 


354 = 3 


542 = 3 


345 = 3 


453 = 3 


534 = 2 


435 = 1 


354 = 3 


543 = 3 


234 = 5 


342 = 4 


423 = 5 


324 = 


243 = 


432 = 


314 = 5 


143 = 4 


431=5 


134 = 


341=0 


413 = 


124 = 5 


241=4 


412 = 5 


214 = 


142 = 


421=0 


235 = 


352 = 


523 = 


325=4 


253 = 5 


532 = 4 


315 = 


153 = 


531=0 


135 = 4 


351=5 


513 = 4 


125 = 


251=0 


512 = 


215 = 4 


152 = 5 


521 = 4 


123 = 2 


231=3 


312 = 1 


213 = 1 


132 = 3 


321 = 2. 
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Introduisons des signes abreges pour les coeflicients de maniere que le lettre 
qai forme la secondc partie d'unc quelconque des equations ci-dessous ecrites 
SOit le coefficient de Texpression qui en forme la premiere partie: 

2'3=/' 3M=«7 V2=h 

23- =A 31*=^, 12' =Ä. 

1^4 = / 2H = m 3'4 = « 

14'=/i 24' =1», 34*=«, 

Vb=p 2'b = q 3'5 = r 

15'=;». 25'=gx 35' =r, 

4'5 = & 45' = A. 

145 = » 245 = / 345 = « 

234 = «, 314 = f, 124 = «. 

235 = »2 315 = ^2 125 = 11, 

123 = « 

on aura, apres loutes reductions 

{ahcdefghfigihJiHnliminipqrpiqiristu8itiUiSitiUit){DiDiDiDtD^^ 

= aa^+(c+rf+3«+3«,)yH(6+e+3g+37.)»' 

+3(A+f»,+r+*+2«+2»,)y'a+3(/'+m+r,+ Ä,+2/+2»,)y»»' 

+3(Äi+fi+2«)a'a;+3(A4-p)aa;' 

+3(<;r.+/)a;'y+3(qr+/+2/.)a;y' 



d' 



dx* 



+(/i+»+9i+*i+2«+2*.)a:'+(A, + 9)y'+(g.+«,+0«' 
+ (/4-2Ä+2«+2«+2M,)y'z+(a+2/+/,+p+&+2»+2»,+2«>)ya' 
+ (rf+29+A+/+2«+2/,+»»i + 2»+2M,+2/3)a*a; 
4-(c4-2«+2r+r,+2&+2*+2/+2«,+2/,+2«2+2t>)aaj' ^3 ** 

+(c+2/'+flr+2/^4-r4-/>i+2r, + 2«+2«,+2/2)a;'y 

+ (6 + m + 2«?. + 2*a + 2«, + 2») xy' 

48* 



dy*di 



3S0 Spoltiswoode, sur quelques formules du calcul de» Operations. 

.+it+h+U2+i>)x'+it+u,+S2+v)tf'+(u+Si+t,+t>)»' 

+(/i+5'i+Ai+'+A+9+9i+&+»+«+»i+^+'2+«2)y*» 
+{f+9-\-h+n+ni+p+pi+ki+s+t+ti+Ui+S2+ih)yz,'' 
+ (fi+9i+hi+m-\-mi+r+ri+k+»-\-t+ti + Ui+S2+ih)i^x ■ 

+ ifi+9i+hi-\-n+ni+p+p, + k-i-t+u+Si+Ui+82+ti)x''y 
+(/'+fl'+A+»n+«»i + r+r,+Äi+»+«+»i+/, + '2+«2)a!y' 
+{a+b+c+d+e+t+m+n+li+mi+ni+p+q+r+pi+qi+rt 
+s+t+u+Si+ti + Ui+82+ti+U2+v)xyi 

= av\+bS7l + c\7l+d\7l+evl 
+f (ViVj+V2VjV2+VjV^)+ ^(V?V|+VjV|V3+V,V|)h-A(VJV2+ViV2V,+V,V|) 
+/i (V2V?+V,VjV3+VjV,) + ^1 (V3Vj+ViV,Vi+VjV3)+Aj(V,V|+VsV,Vj+V|V,) 
+ / (VJV4+V,V4V,+V4VJ) + m (Viv'4+V2V«Vj+V4V^) + « (V|V4+V3V4V,+V4V|) 
+ h (V,VJ+V4V,V4+VJV,) +m, (VJVI+V4VJV4+V1VJ) +«, (V,Vj+V4V,V4+VjV,) 

+j9 (vjV5+VxV5V,+V5Vj)+ ^(y^V5iy2y5V,+V5V^)+ r ( vM+ v,V5V,+ v,v^) 
+&(v^v,+V4V5V4+V5yj)+*,(V4V^+v;v4V,+V5Vj) 

+ «(V,V4V5+V4V5V| + V5V.V4 + V4V.V5 + V,VsV4 + VsV4V0 
+ <(V,V4V5 + V4VsV, + V5VjV4+V4V,V5 + V,V5V4 + V5V4V0 
+ «(V3V4V5+V4V5V,+ V5V3y4+V4V3V5 + V3V5V4+V5V4V,) 

+ «i(ViVjV4+V3V4Vj+V4V,V,4-V,V,V4+VjV4V,+V4V,V2) 
+ ^x(V,ViV4+V|V4V3+V4V,V,+V,V3V4+V,V4V, + V4ViV,) 

+ «i(v»VjV4+V2V4V,+y4V,v,+VjV,V4+ViV4V,+V4VjV.) 

+ »2(VjV3Vs + V3V5V, + V5VjVj + V3VjV5 + V2ysV, + V5V,V4) 
+ <2(V3V,V5 + V.V5V3 + y5V,V,+ V,V3V5 + V,V5V, + VsV.V,) 

+ «2(ViVjV5+V2y5V,+V5V,yj+v,v,Vs+ViV5V,+V5VjVi) 
+ «j (y,y2y3+v,y3y,+y3y,ya+yjy,y3+yxyjy2+y3Vjy,) 

- 3 (<i+«.+<2+tt,) yj- 3 («»+«i+«2+»o y' - 3 (».+/,+«2+<2) y?- 3(*i+<i+«,) v** 

-3(»,+<2+«2)V* 

- 3 (a+^+A,+2») y y, - 3 (i+A+A+ao y y,- 3 (c+Ai-y.+s«) y y, 

- 3 (/+i»+«) y y, - 3 (p+q+r) y Vs 

- {2m+2q+n+r+ti+2ui+l2+2th) y 2 ys - («» + 9 + 2«+2r+2/,+«,+2<,+M,) y, V, 

- (/4l>+2«+2r+2«j+«i+2», + »,) y, y^ - (2/+ 2;» + « +r4-»,+2«.+»2 + 2th) y , V, 
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- (2l+2p+m+q+s,+2t,+s, +2h) V, Vj - (l+p + 2m-\- 2g+2$,+t,+28,+t,) V, V, 

- (2Ä+2pi+2^j+TOi+«i+<+«+2«)V, V«- (A+/>i+2m,+^i+2ni+2<+2«-Hj) V4V1 

- (2/^+ 2Ä,+ /,+29,+»i+«+»+2e) Vj V4-(/'+ A»+ 2/,+9i+2«,+2«+2»+») V« V, 
•(2/i+/x+ff*i+2ri+2e+»+/+2flr)VjV4-(/i+2/i+2f»,+r.+«+2*+2/+5r)V«V, 
-(2^x+2A+2/.+9.-l-r,+ /+«+2e)V,V5-(i7,+A+/i+2g,+2n+2<+2«+c)V5Vi 
-(2/'+2A»+/»i+2i»i+ri+M+»+2») V, V5- (/■+Ai+2p.+i»x+2ri+2tt+2»-H>) V» V, 
■ (2^+;»i+9i+2«,+2/i+*+ «+ 2e) V, V, - (g^2p,+q,+n,+fi+ 2«+2/ +c) V« V, 

-3(rf4-c+»i+/i+«i+»2+<j+«2)V«V» 
+2(rf+e+3»,+3/i+3«i+3»2+3<,+3«,)V 
+2(a+/"+A+2^+2A,+/+»»+«+i»+?+r+4»+f+«+2e)Vx 
+2(6+2/i+^+^i+2A+/+«»+«+p+7+r+«+4/+«+2e)Vi 
+2(c+2/'+2flr,+A+Ai+/+»«+n+/»+7+»-+«+'+4t«+2e)V, 
+ 2 (2/» + 2mi + 2«, +j9i + 9i + ri+«. + «, + «1 + 2»^ + 2^ + 2«,) V« 
+2{h+mi+ni+2pt+2q^+2r,+28i+2h+2u,+82+k+fh)'7,. 

Londres, 1861. 
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lieber eine Klasse auf einander abwickelbarer 

Flächen. 

(Von Herrn J. Weingarten.) 



An der Theorie der krummen Flächen isl, wie es scheint, den Flächen 
der Krümmungsmittelpunkte nur eine geringe Aufmerksamkeit zu Theil ge- 
worden. Die Bemerkung jedoch, dass die abwickelbare Fläche, welche durch 
die längs einer Krümmungsliuie einer gegebenen Fläche errichteten Normalen 
gebildet wird^ die entsprechende Fläche der Krümmungsmittelpunkte in einer 
geodätischen Linie schneidet, enthält, wenn wir nicht irren, die wesentlichste 
Eigenschaft dieser Flächen. Ihre weitere Verfolgung, mit Rücksicht auf einige 
von Ganss in den: ^Disquisitiones generales circa superficies curvas^ gegebene 
Theoreme, führt zu dem Satze, dass die Flächen der Krümmungsmittelpunkte 
derjenigen Flächen, bei denen in jedem Punkte der eine Hauptkrümmungs- 
radius allein durch den anderen bestimmt ist, abgeschlossene Klassen auf einan- 
der abwickelbarer Flächen bilden. Dieser Satz, der mit der Theorie der auf 
Rotationsflächen abwickelbaren Flächen im innigsten Zusammenhange steht, 
ist es, welcher den Gegenstand der folgenden Mittheilung bildet. 

Ist der Lauf einer krummen Oberfläche in der Art gegeben, dass die 
Coordinaten x^ y, z> eines Punktes derselben bestimmt sind durch die Werthe 
zweier unabhängigen Variablen p und q, und bezeichnen X^ Y, Z die Cosinus 
der Richtung der Normalen im Punkte {x, y, z) , so genügen diese Grössen 
den Gleichungen: 

X- +¥"■ +Z' = 1. 
Es ist vorlheilhaft dieselben in die folgende Form zu bringen: 

!dp dp oq ^ dq Sp ^<l 

, dp dp oq ^ dq dp dq ^ 

I di _„dZ ^oZ dz _„,dZ ^, BZ 

[dp -^' dp+^ öq' W~ öp+^dq' 
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von welchen Gleichungen nach passender Bestimmung der Grössen M^ M\ iV, iV' 
aus vier dazu geeigneten die zwei übrigen eine Folge der froheren sind *). 

Sind {x^y,i) und [x+dx^ y-^-dy^ Ä+rf«) zwei unendlich nahe Punkte 
der krummen FUche, welche derselben Krfimmungslinie angehören, und messen 
dXy dY, dZ die Unterschiede der Cosinus der Richtung der Normalen fte 
beide Punkte, so bestehen bekanntlich die Gleichungen: 

(2.) dx = QdX, dy^QdY, dz = QdZ, 

in' denen (f den HauptkrQmmungsradius bezeichnet, welcher dem durch (x^ y, z) 
und {x+dx, y+dy, z + dz) geführten Normalschnitte angehört; Gleichungen, 
die die Differentialgleichung der Krümmungslinien vertreten. 

Eine Vergleichung dieser Gleichungen 'mit (1.) zeigt, dass die Dif- 
ferentialgleichung der Krümmungslinien in den Variablen p und q erhalten 
wird durch Elimination von () aus den Gleichungen 

Mdp+M'dq = gdp^ 
Ndp+N'dq = ^dq, 
und dass femer q bestimmt wird durch die quadratische Gleichung: 

N N'-(} 

Bezeichnet man die Hauptkrümmungsradien, welche dem durch die Werthe 
von p und q bestimmten Punkte der betrachteten Oberfläche angehören, durch 
p und (>', so wird: 

^ '^ { (}(}' = MN'-M'N. 

Aus diesen Beziehungen geht zugleich hervor, dass die Differentialquotienten 
der Coordinaten einer auf eine Ebene abwickelbaren Fläche nicht in die Form 
der Gleichungen (1.) gesetzt werden können, in welcher die Grössen M und 
N im Allgemeinen endlich vorausgesetzt sind. 



= 0. 



*) Die wirkliche Darstellung der Grössen Jtf, Af', N, N' ist für das Folgende 
entbehrlich. Eine leichte Rechnung ergiebt, wenn man sich der von Gauss einge- 
führten Bezeichnungen bedient: 

^ = DD"-D'D' ^^^ ~^^' ^ - DD-'-VD' ^^^ ~ ^^' 
-ITG + ir'F.—-^^ ,„_ DG-VF 



^'= Dli'-D'D' >^^^-^^> '''= DD"-D'D'y^^^^- 
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Die Variablen p und q bestimmen auf der vorgelegten Flache zwei 
Systeme von Curven, in der Art, dass für das eine nur p^ für das andere 
nur q veränderlich ist. Wir wählen für das Folgende diese Variablen so, 
dass dem ersten Systeme eine Schaar von Krümmungslinien entspreche« dem 
zweiten aber die Schaar derjenigen Cur> en, für welche der Hauptkrümmungs- 
radius, der dem gewählten Systeme von Krümmungslinien angehört, unver- 
ändert bleibt. Diesen Forderungen geschieht Genüge, wenn man die Variable q 
aus der Bedingung bestimmt, dass gr = Const. die Gleichungen einer Krüm- 
mungsiinienschaar darstellt, und wenn man für p den dieser Schaar zugehörigen 
Krümmungsradius wählt. In Beziehung auf die Variable q bleibe es vorbe- 
halten, eine beliebige Function derselben als neue Variable einzuführen, wo- 
durch die gestellten Bedingungen in Nichts verletzt werden. 

Die Einführung der eben definirten Variablen p^ q als unabhängiger 
Variablen ist im Allgemeinen für jede Fläche auf zwei Weisen möglich ; eine 
Ausnahme hiervon bilden offenbar die Ebene und die KugeK für welche sie 
gar nicht, und diejenigen Flächen, deren einer Hauptkrümmungsradius längs 
der correspondirenden Krümmungslinie unverändert bleibt, wie z. B. die de- 
veloppabelen und die Canalflächen, für welche diese Einführung nur auf etfue 
Weise möglich ist. 

Sind ^, ri, X> die Coordinalen des dem Krümmungsradius if=p ent- 
sprechenden Krümmungsmittelpunktes, so ist: 

(4.) x-^:^pX, y-ri=pY, z-(; = pZ. 

In Beziehung auf den Punkt \x+'^dp,y-{-^dp, z+-^dp^ werden diese 
Gleichungen: 

'(t-f )* = Pw'"'+^''- 

Einer alleinigen Veränderung von p entspricht, vermöge der Definition der 
Variablen p, q, ein Fortrücken vom Punkte {x, y, a) zum Punkte {x + dx^ 
y+dt/yZ + dz) der Krümmungslinie ^ = Consl. 

In Folge dessen ist nach den Gleichungen (2.) 
dx , dX , ou . öY , Os , dz , 

-df^p=p^^P' -w^p^Puf'^P' -di^P^^W^P' 
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und die Gleichungen (5.) ergeben: 

dx dX « da 



dp ^ dp '^ öp ' 

— = — z = --^. 

dp " dp ^ dp * 

Hiernach bestimmen sich die Coordinaten x, y, s durch die Coordinaten des 
entsprechenden Krümmungsmittelpunktes f olgendermassen : 

(7.) x=^k-p-^, y = rj-p-^, , = ^_p__. 
Die Substitution dieser Werthe von x, y, s, X, Y, Z in die Gleichung: 

dq dq cq ' 

fährt auf die folgende: 

p ^l\df) +%) +(g^) J /^dj dt , j^ gy _, _a£ dC\_ p dE 
"2" ä^^ ^dp dq '^ dp dq ^ dp dq J "' 2 dq ^"""' 

welche sich wegen: 

in 

(8.) o = -p-f-+-|5.|^+|L|L = F 

^ '^ dp dq dp dq dp dq 

verwandelt. 

Aus derselben folgt, dass auf der Fläche der Krümmungsmittelpunkte 
den Variablen p und q zwei Systeme von Curven entsprechen, welche sich 
in jedem Punkte unter rechten Winkeln schneiden. Dasjenige dieser Systeme, 
für welches allein p veränderlich ist, ist, wie bekannt, ein System geodätischer 
Linien. 

Vergleicht man die erste Reihe der Gleichungen (6.) mit den Glei- 
chungen (1.), so bemerkt man, dass für die gewählten Variablen 

M = p, N=0 
wird. Die in (3.) gegebenen Bestimmungen der Hauptkrümmungsradien zeigen 
alsdann, dass N' identisch ist mit dem zweiten Hauptkrümmungshalbmesser (f', 
welcher in der Folge der Analogie wegen durch p' bezeichnet ist. 

Mit Berücksichtigung dieser Bemerkungen und nach Substitution der 
Werthe von x, y^ z, X, Y, Z in ?, i?, C, stellt sich die zweite Reihe der 
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Gleichungen (1.) in folgender Form dar: 



dq ^ dpdq dp^ ^ dpdq'^ 

dq P dpdq dp* P dpdq^ 



dq ^ dpdq dp* ^ dpdq' 

welche Gleichungen, nachdem man sie der Reihe nach mit -^, -^, -5 — 
multiplicirt und addirl hat, die Beziehung: 

ergeben. Bezeichnet man durch Cr die Summe: 

(f)"+(t)'+(-f)". 

dE 
SO wird, wenn man den, wegen F=0 und -^ = 0, verschwindenden Theil 

unterdruckt: 

^ ~ 2 öp 
und folglich: 

G = QeJ^'^\ 

wo Q eine Function von q allein bezeichnet. 

Die Functionen ^^ t;^ ^ genügen daher den Differentialgleichungen: 

-=(f)'+(^)V(f)-=., 

o/? dq dp dq dp dq ' 

«=(f)-+(t)V(f)'=^/^, 

in welchen Gleichungen man, unbeschadet der Allgemeinheit, ip = 1 setzen 
kann, was mit der Einführung von 

ßQdq 

als neuer Variablen aequivalent ist. 

Diese bemerkenswerthen Relationen führen unter der Voraussetzung, 
dass p\ d. i. der zweite Hauptkrümmungsradius der vorgelegten FlAch^, qut 
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n^dH p IdihSiigfe, dass dieser also der Bedingung 

P' = Hp), 
weicher oline Weiteres eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zu substituiren ist, genüge, auf die oben ausgesprochenen mit der Theorie 
der abwickelbaren Flächen zusammenhängenden Folgerungen. 
Unter dieser Voraussetzung erhält man: 

E = l, F = 0, G = e^^'-^^^^=(p{p). 

Das Linienelement da der Fläche der Krümmungsmittelpunkte, welche dem 
Hadius p entspricht, wird also: 

da'' = d^+dri^ + d^ = dp\+ip{p)dq\ 

ein Ausdruck, welcher durch die Wahl der Variablen p und q dem Linien- 
elemente der Fläche der Krümmungsmittelpunkte jeder krummen Oberfläche, 
welche der Differentialgleichung 

p' = Hp) 

genügt, gegeben werden kann. 

Es besteht daher folgendes Theorem: 

Die Flächen der Krümmungsmittelpunkte aller Oberflächen, bei denen 
auf gleiche Weise in jedem Punkte der eine Hauptkrümmungsradius allein 
durch den anderen bestimmt isl, sind auf einander abwickelbar. 

Es ist zu untersuchen, ob die durch das eben ausgesprochene Theorem ge- 
gebenen Flächen, deren Linienelement sich in die Form 

dp' + <pip)dq' 
setzen lässt, die einzigen sind, denen diese Eigenschaft zukommt. Diese Form 
ist bekanntlich diejenige, die bei passender Bestimmung der Function (p(p) dem 
Linienelemente einer jeden Umdrehungsfläche gegeben werden kann. Unsere 
Frage isl daher identisch mit der: ob eine jede auf eine gegebene Umdrehungs- 
fläche aufwickelbare krumme Oberfläche in dem Systeme der Krümmungs- 
iM:fttelpunktsflädien einer durch die Gleichung y = A(/7)icharacterisirten Flacheu- 
-familie Mthalten ist. 

Es ^ien 

u = rcos^r, 

-tj *= r:$lnq, 

49» 
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die Gleichungen einer Rotationsfläche. Fär das Quadrat des Linienelementes 

ergiebt sich: 

du' + dv' + dw'' = {i-\-F'{rf)dr'+r'dq\ 

Die Substitution 

p =ßl+F'{rfdr, 

aus welcher folge: 

giebt demselben die verlangte Form: 

dtr + dt^ + dw^ = dp^ + q)(p)dq^. 

Bezeichnen ^^ ?], X> die Coordinaten des dem Punkte {u^v^tD) bei der Ab- 
wickelung correspondirenden Punktes einer auf die Rotationsfläche abwickel- 
baren Fläche S. Drei bestimmten Werlhen u, e^ w entsprechen drei zuge- 
hörige '§^ ri^ L,. Die ersten sind bestimmt durch gewählte Werthe von p 
und q, in Folge dessen auch die letzten. Es sind daher |, i]^ ^ Functionen 
von p und q, welche nach dem Begrilfe der Abwickelbarkeit die Bedingung 

du^+de-\'dw'' = df' + dri' + d^ 

verificiren müssen. Sie erfüllen alsdann die partiellen Differentialgleichungen: 

» = (f )'+(ty+(f )•, 

[()) I n — ^^M^^-L^^^ 

^^■J \ ^ - dp dq'^dp dq^dp dq-> 



Mp) = m+m+m- 



dq y ^cq y \öq 
Man betrachte jetzt die Grössen 

was allgemein zu reden möglich ist, als die Coordinaten eines Punktes einer 
dritten Fläche T, und bezeichne der Kürze wegen durch X, Y, Z die Dif- 

ferentialquotienten: —-^i —ß^i —-^^^ Alsdann sind die Gleichungen 

Xdx+Ydy+Zds = 0, 

X' + Y' +Z^ =1 



Weingarten, über eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen. 389 

eine Folge der nach der Voraussetzung erfüllten Gleichungen (9.)^ und sie 
lehren, dass X, Y, Z die Cosinus der Richtung der Normalen im Punkte 
{Xy jfy z) der Fläche T sind. Es ist leicht, die geometrische Bedeutung der 
Variablen p, q in Beziehung auf diese Fläche zu ermitteln. Man hat nur die 
Werthe der Coordinaten x, y^ z und der Cosinus X, Y^ Z in die Gleichun- 
gen (1.) einzuführen, um zu bemerken, dass wegen der identisch erfüllten 
Gleichungen : 

dx __ dX ^_ _^JL dz__ dZ_ 

dp ~~ ^ dp '^ dp ^^ dp '^ dp ^ dp '^ 

die Relationen 

M = p, iV=0 

stattfinden. In Folge dessen erhält man zur Bestimmung der Hauptkrümmungs- 
radien in einem Punkte der Fläche T die Gleichungen: 

9 + 9' = P+iV', 

Aus ihnen und dem Systeme der vorhergehenden ersieht man, dass die Grössen 
q, p, N' der Reihe nach mit dem Parameter der einen Schaar von Krüm- 
mungslinien der Fläche T, dem ihnen entsprechenden Ilauptkrümmuugsradius 
und dem anderen p' identisch sind. 

Eine schon durchgeführte Behandlung der zweiten Reihe der Glei- 
chungen (1.) führt wieder auf die Gleichung 



(t)'+(i^)"+(i)'=^ 



-. ^im+m+m'] 



dq / \dq y \dq / 2 dp 

welche sich vermöge der letzten der Gleichungen (9.) in 



verwandelt. Aus dieser ergiebt sich: 



dp 



(11.) p'=p-Mp)j^-Hp). 

Die Fläche T gehört daher zu der Klasse derjenigen Flächen, bei denen in 
jedem Punkte der eine Hauplkrümmungsradius durch den anderen allein be- 
stimmt ist. Sie hat die Fläche S, wie die Gleichungen (10.), wenn man ihnen 

die Form 

xS=pX, y^7j=pY, z-^ = pZ 

giebt, lehren, zur Fläche der Krümmungsmittelpunkte. 
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Das Ergebiriss unserer Untersuchung würde daher flas Resultat sein, 
dass die Klasse derjenigen Flächen, deren Linienelement die Form 

dp'+ip{p)dq' 
gegeben werden kann, in der That congruent ist mit dem Systeme der dem 
Hauptkrfimmungsradius q entsprechenden Schaalen der Flächen der Krfimmungs- 
Inittelpunkte einer durch die parfieile Differentialgleichung 



de 



d\q){Q) 
characterisirten Flächenfamilie, wenn nicht ein Umstand zu berücksichtigen 
wäre, der dieses Resultat, obgleich nicht wesentlich, beeinträchtigt. Die 
eben aus den Gleichungen (10.) gezogenen Folgerungen sind nämlich illusorisch 
in dem Falle, dass diese Gleichungen den Lauf einer Fläche nicht bestimmen. 
Alsdann aber sind die Grössen x, y^ z bestimmt durch, die Werthe einer 
einzigen Veränderlichen r, die selbst Function beider Variablen p, q oder 
einer von ihnen sein wird. Die in Folge der Gleichungen (9.) identisch er- 
fällten Gleichungen 

dx_ 8^ dy_ dfi_ dz_ d^ = 
dp dq dp dq dp dq ^ ' 

werden unter dieser Voraussetzung: 

V ör dq ^ ÖT dq '^ St dq J dp ~ "' 

(dx d^ .dy dti d-. d^\dT r ^ , 'r ^ 

y-dT -dT + -dF -d^ + TT -d^J-dT = *(^)-i^9> (?)■ 

Das Bestehen dieser Gleichungen verlangt entweder 

8x dl_ dy_ ^4._£L_^ — O 
dt dq "^ c/r dq '^ dl dq ~ 

oder 

Ist die erste dieser Bedingungen erfQllt, so erfordert die zweite der Gleichun- 
gen (12.), dass: 

(13.) (p(p)^\p(p'(p), also: y>ip)=cp\ 
und folglich: 

di^+df+d^^ = dp'+cp^dq^; 
eine Form des Linieneieuiientes, die Mr 'einer auf eine Ebäne «hfriekeüNiren 
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Fläche zukommt, welche Eigenschaft fttr diB Fläche S nicht vorauages^tzt 
sein soll. 

Die Erfüllung der anderen Bedingung -tt— = reducirt die drei Grössen 
Xy y, s 9ini drei Functionen F, V, V" von q allein, wonach I, 17, S von 
der Form 

(14.) U =^.pU'+V', 

sein müssen, in welchen Gleichung £/, V\ U" ebenfalls nur durch q bestimmte 
Grössen andeuten. Da in dem Linienelemente der durch diese Gleichungen 
dargestellten Flächen der CoefGcient (f(p) von dq'^ nur Function von p sein 
soll, so tritt der zu behandelnde Fall nur ein, wenn 

(p(p) = ap^+2ßp+y, 

yfo a^ ßy y Constante bezeichnen, oder ebenso allgemein durch eine Ver- 
schiebung des Anfangspunktes von p^ wenn 

(15.) (p{p) = ap' + y. 

Diese Form von (p{p\ in welcher die durch (13.) gegebene enthalten ist, ist 
daher die einzige, mit welcher das Eintreten des eben erörterten Umstandes 
verknüpft sein kann. Zur vollständigen Ermittelung der Flächen, deren Linien- 
element sich in die Form 

da" = dp'+{oip'+Y)dq^ 

bringen lässt, ist folglich dieKenntniss der durch die aus (11.) hervorgehende 
partielle Differentialgleichung 

^^ a 

definirten Flächen nicht hinreichend, sondern es ist noch den entsprechenden 
Krümmungsmittelpunktsflächen die Familie der aus geraden Erzeugungslinien 
gebildeten Flächen (14.) mit der Bedingung, dass das Linienelement die ver- 
langte Form annimmt, beizugesellen. Es hat keine Schwierigkeil, die sechs 
Functionen IJ und V der Gleichungen (14.) dieser Bedingung gemäss durch 
eine willkürlich bleibende zu bestimmen. Unter den durch sie dargestellten 
Flächen ist z. B. die Schraubenfläche 

S=pcosq, r]=psinq, ^ = aq 

enthalten, deren Linienelement gleich dp^ + {p^+a^)dq^ wird, und die sich nicht 
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wie die Umdrehungsfläche der Kettenlinie 

welche dasselbe Linienelement liefert, als die Fläche der Krfimmungsmittel- 

punkte einer Fläche von constanter negativer Krümmung ^ ansehen lässt. 

Aus dem eben Bewiesenen ergeben sich folgende auf die Theorie der 
auf Rotationsflächen abwickelbaren Flächen bezügliche Sätze, welche, nach 
Erledigung des auf die partielle Differentialgleichung (>p' = c bezüglichen Aus- 
nahmefalles, ohne Rücksicht auf denselben ausgesprochen sind: 

Das System der dem Hauptkrümmungsradius q entsprechenden Schaalen 
der Flächen der Krümmungsmittelpunkte einer durch die partielle Diffe- 
rentialgleichung 

characterisirten Flächenfamilie, constituirt eine abgeschlossene Klasse von 
auf einander abwickelbaren Flächen, als deren Repräsentant eine mit der 
Function A bestimmte Rotationsfläche angesehen werden kann. 
Und umgekehrt: 

Die Klasse der auf eine gegebene Rotationsfläche abwickelbarea 
Flächen ist congruent mit dem Systeme der dem Radius q entsprechenden 
Flächen der Krümmungsmittelpunkte einer durch die partielle Differential- 
gleichung 

e' = K9) 

charakterisirten Flächenfamilie, in welcher die Function i der vorge- 
legten Rotationsfläche gemäss zu bestimmen ist. 

Diese Theoreme, welche eine nothwendige und hinreichende Eigen- 
schaft der auf Rotalionsflächen auflegbaren Flächen kennen lehren, führen 
wenigstens in dnem Falle zur endlichen Darstellung einer vollständigen Klasse 
von auf eine specielle Rotationsfläche abwickelbaren Flächen. Es ist dies 
der Fall, in welchem die zwischen p und (i' stattfindende Gleichung diejenige 
der Flächen kleinster Oberfläche 

e+p' = 

wird, deren Integration bekannt ist. Unter dieser Bedingung ist der ge- 
meinschaflliche Ausdruck des Linienelementes aller Krümmungsmittelpunkts- 
flächen dieser Flächenfamilie: 

do" = dp^+pdq\ 
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Die Umdrehungsflache, deren Linienelement diese Form annimmt, findet sich 
durch eine leichte Rechnung als durch die Gleichungen 

'C = --;-}^4r^+iIog(2r+T/4;^), 





r = ^/§'+v' 


gegeben. 


In der That, setzt man: 




1 = ^fpcosq, 




1] = y'psinq. 



SO ergiebt sich: 

dS'+drj' + d^' = dp'+pdq\ 

wie verlangt wurde. Die Meridiancurve dieser Umdrehungsflache ist, vrie 
man weiss, die Evolute der Kettenlinie: 

ein Resultat, welches auch ohne Rechnung ersichtlich ist, wenn man sich 
daran erinnert, dass die Umdrehungsfläche einer jeden Kettenlinie (um die ent- 
sprechende Axe) eine Fläche ist, welche der partiellen Difi^erentialgleichung 

(f + (f' = 
Genüge leistet, und folglich ist die Umdrehungsfläche ihrer Evolute die^ ent- 
sprechende Fläche der Krümmungsmittelpunkte. 

Die Flächen der Krümmungsmittelpunkte der Flächen kleinster Ober- 
fläche bilden daher die Klasse der auf die Rotationsfläche einer oder 
richtiger jeder Kettenlinienevolute abwickelbaren Flächen. 
Was schliesslich die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen betrifft, 
welche sich unseren Retrachtungen wegen der Form, in welcher dieselben 
geführt wurden, entzogen haben, so überzeugt man sich leicht und auf ver- 
schiedenen Wegen, dass die Flächen ihrer Krümmungsmittelpunkte, wenn 
solche existiren^ wiederum auf eine Ebene abwickelbare Flächen sind. 

Berlin, im Juni 1861. 
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Zur Lehre von den Rauincurven und Flächen. 

( Von Herrn Joh. Nik. Bischoff zu München.) 



E 



s seien: 



(10 






|0(aJ2,y29«2,«2) = 

die Gleichungen zweier Raumcurven ww***' und /^^f*" Ordnung. 

Der Grad der abwickelbaren Fläche S, deren Erzeugende die beiden 
Curven (1.) und (2.) beständig schneidet, ist so gross als die Anzahl von 
Werlhen (a;,,yi,Äi) oder {x2^y2'i^2)^ welche den Gleichungen (1.) und (2.) 
nnd den folgenden: 

(3.) yi «2-^2*1 = 0, 



(4.) 
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zugleich genügen. Daher ist mnpq{ni'\-n-\-p'\-q — ^) der Grad der Fläche S. 
Da jede Tangente der Curve (1.) von pq(p + q — 2) Tangenten derCurve (2.) 
und jede Tangente der letzteren Curve von mn{m+n — 2) Tangenten der 
ersten geschnitten wird, so ist die Curve (1.) eine pq{p + q-- 2) fache und 
die Curve (2.) eine m/^(m+w— 2)fachc Linie der Fläche S, deren Klasse die 
mnpq{m + ?i-'2){p+q—2y' ist. 

Die Coefficienton in der Gleichung einer Ebene, die für die Curve (1.) 
im Punkte {xi^yi^Zi) Schmiegungsebcne ist, sind Functionen der (xi^ffi^&i) 
von der 3(m + w — 3)*'" Dimension, und da diese Coefficienton, wenn die näm- 
liche Ebene auch noch die Curve (2.) l)erühren soll, einer Bedingungsgleichung 
genügen müssen, welche hinsichtlich dieser Coofficienten auf die P9(/?+9— 2)*** 
Dimension steigt, so giebt es auf der Curve (1.): Smnpq{m+nS){p+q—2) 
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solche Punkte (a^i, j^i, «i), deren Schmiegungsebenen zugleich die Curve (2.) 
berühren. Jede solche Schmiegungsebene ist aber Wendungsberührebene der 
Fläche S, folglich hat S: 

Smnpq{(m+nS)(p + q-2) + {p + q'-S){m+n-2)} 
Wendungsberührebenen. 

Sei jetzt für einen Augenblick g der Grad^ k die Klasse der Fläche S, 
d und r die Ordnungen ihrer Doppel- und Rückkehrcurve, w die Anzahl der 
Wendungsberührebenen, dann folgt aus den bekannten Gleichungen 

^(fl^-l) = Ä^2rf+3r, 
3^(^-2) = 6rf+8r + M? 
die nachstehende: 

r = 3w«/><jr(w + w—2)(/?+9-— 2). 

Da durch jeden Punkt des Raumes \m^n^{m-\-n—2f—mn{bm-\-bn—\^) Doppel- 
berührebenen der Curve (1.) gehen, so sind die Coefficienfen in der Gleichung 
einer Ebene, welche die Curve (1.) in den Punkten (a?i,ynÄi) und (a:i,yi,Äi) 
berührt, Functionen der Coordinaten des einen dieser Punkte von der 
{m»(m + w — 2)^ — 2(5w+5w--14)}*''" Dimension, und da diese Coefficienten, 
wenn die nämliche Ebene auch noch die Curve (2.) berühren soll, einer Re- 
dingungsgleichung genügen müssen, die hinsichtlich dieser Coefficienten auf 
die pq^p^-q—^y^ Dimension steigt, so giebt es auf der Curve (1.) 

^mnpq{p + q-2)\mn{m-\'n-2f-2{bm+bn-U)} 

solche Punktpaare (aJi,^!, äJ, (iri, ^i, -sl), deren Tangouten in einer Ebene 
liegen, die zugleich die Curve (2.) berührt. Jede solche Ebene ist aber drei- 
fache Rerührebene der Fläche S; daher hat S eine Anzahl von 

^mnpq{p + q — 2)\mn{m + n — 2f-2{f)m + bn—\^)\ 
+ {mnpq{m+n-2)\pq{p+q-2f-2{bp + bq-\\)\ 
dreifachen Rerührebenen. 

Lässt man F mit f^ ^ mit (p zusammenfallen und eliminirt aus (2.), 
(3.) und (4.) die Coordinaten (.c^ , ^2 ^ ^\»} ^ so erhält man eine Gleichung (ä.) 
von der 2mu{m-\-n—2y Dimension in x^^ ^i, 2,, welche verbunden mit (1.) 
diejenigen Punktpaare (j:i,^i,5,}. [x^^, yi-i Zn) auf der Curve (1.) liefert, deren 
Tangenten in einer Ebene liegen und deren Verbindungslinie die Axe x 
schneidet. Die Gleichung (A.) zerfällt al)er offenbar erstens in die Gleichung 
der abwickelbaren Fläche W von der Ordnung mn{m-\-n — 2),, welche die 
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Tangenten der Curve (1.) zu Erzeugenden haU und zweitens in die Gleichung 
einer Fläche V ehenfalls von der Ordnung w/i ^;w+y*— 2), welche allein durch 
ihren Schnift mit der Curve (1.) die ohengcnannten Punktpaare (ir,,yi,Ä,}, 
(x2,y2 9«2) giebt. Da die Axe der x von der Fläche W selbst in mn(m-\'fi—2) 
Punkten geschnitten wird, so muss die Flache ) die Curve (1.) in ebenso vielen 
Punkten berühren und ausserdem die nämliche Curve noch in i w/*(ww— 2)(//*-i-/i— 2} 
Punklpaaren schneiden. 

Daher ist der Grad der abwickelbaren Fhlche i\ deren Erzeugende 
die Curve (1.) zweimal schneiden, 

lmn(mu^'-2){m\-n-2\ 
Da jede Tangente der Curve (1.) von {w/i'w-f-/*— 2) — 4| anderen Taugenten 
der nämlichen Curve getroffen wird, so ist die Curve (1.) selbst eine 
{i»»(m-f w — 2)--4}fache Linie der Fläche U. 

Für die Klasse der U hat man: i/wV(w-r-/*— 2j*~-;w/*(5//H-5w— 14) und 
für die Anzahl ihrer Wendungsberührebenen : mn (3//H-3/*— 10) [mn (w+y*— 2)— 8}. 
Man schliesst hieraus, dass die Ordnung der Rückkehrcurve die 

— ^^ =2 ^{mw(w-[-ii — 2)--8}'* ist. 

Für die Anzahl t der drcirachcn Berührcbenen von U crgiebt sich nun, wenn 
man für einen Augenblick g den Grad und w die Anzahl der Wendungs- 
berührebenen von U nennt: 

liw^r(w-|-«-2){w»(iii + »-2)--2(5w+5/*-14)} = 2mn.Q + 3t+3ti> 
oder: 

t — |w-»'(w-r» — 2){ww(w + » — 2/ — 2(M/H-5//i + 5/i — 16)} 

->iiw(3//H-3/i- 10){fm^m-\-n-2)-S}. 
München. 1861. 
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